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L'objet de ce chapitre est d'étendre la notion de produit scalaire aux espaces vectoriels sur C.
| : Produit scalaire complexe

1- Définition

Soit E un espace vectoriel sur C. On souhaite définir un produit scalaire <x | y> de fagon que <x | x>
soit un réel positif ou nul, qui représentera le carré de la norme de x. Cela impose alors a <Ax | Ax>
d'étre egal a |7»|2 <x | x> et non & A2 <x | x>, pour tout A complexe. Il faut donc admettre que la
bilinéariré n'est pas valable. Un des A est sorti du produit scalaire sous la méme forme, mais un

autre A est nécessairement sorti sous forme de conjugué A. On doit donc avoir par exemple :
<X|Ay> =Rk <x|y>

mais
DX |y> = <x|y>

Il en résulte qu'il ne peut pas non plus y avoir de symétrie. En effet :

<y e =h<y x>
alors que
<X|Ay> =R <x|y>



Pour rendre cette derniére égalité compatible avec les précédentes, une solution consiste a poser :

<y x> =<x]y>

On peut aussi se dire que, si Z = ? | est élement de C", alors la facon la plus simple d'obtenir un

Zn
n n
<Z | Z> réel positif est de poser <Z | Z>=)_ |zi|2 =Y Z z, ce qui conduit a définir :
i=1 i=1

DEFINITION
Un espace vectoriel E sur C est dit préhilbertien s'il est muni d'un produit scalaire complexe, a

savoir une application de E x E dans C vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Pour tout x de E, I'application y — <x | y> est linéaire. Pour tout y de E, I'application
X — <x | y> est semi-linéaire, ce qui signifie que, pour tout (x, X', y) € E* et tout complexe A :
<X+ X |y>=<x|y>+<X'|y>

<kx|y>:}i<x|y>
On dit que la forme < | > est sesquilinéaire.

(i) VxeE VyekE, <y|x>=<x]|y> Ondit que la forme <| > est hermitienne.
(li)VxeE <x|x>>0
(iVVXeE <«x|x>=0<=x=0

Il peut exister des variantes de notation, certains ouvrages faisant porter la semi-linéarité sur le
vecteur de droite y plutét que sur le vecteur de gauche x.

EXEMPLES :

X1 Y1
0 Si E =C", pour tout X = (] ety = [] on pose :
Xn Yn

T

n T I
<X|Y>=>Xyi= X Y=X*Y ennotant X* = X
i=1
(produit scalaire canonique sur C").

0 Si E = CY([a, b], C), espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b] & valeurs complexes, on
pose :

<f|g>:Jb@g(t)dt.

a

Q Si E est I'espace des fonctions continues périodiques de périodes 2w a valeurs complexes, on
pose :

<f|g>:ljzn@g(t) dt.
2n
0



2- Norme
On associe au produit scalaire une norme :

X1l =<x x>

On prendra garde que :
||x+y||2:<x+y|x+y>:<x|x>+<x|y>+<y|x>+<y|y>
=[x |* + 2Re(<x | y>) + ||y I

Il résulte immédiatement de la definition de cette norme que I'on dispose :
O du théoréme de Pythagore :
Ix+y P = x|?+]ly[F < Re(<x|y>) =0
La condition est vérifiée si <x | y> = 0, autrement dit, si x et y sont orthogonaux, mais ce n'est pas
nécessaire. Par exemple, dans € muni du produit scalaire <x | y> =Xy, prenonsx=1ety=1i.0Ona:

Ix+y[P=2=|x +|y|% mais<1]|i>=i.

O Plus généralement, si les x; sont deux & deux orthogonaux, on a :
. 2 . 2
12 xil" =2 IIxl
i=1 i=1

Q de la formule du parallélogramme :
Ix+y P+ 1x=ylP=21x|*+ 2yl
Il suffit de développer le membre de gauche.

Q) de formules de polarisation, permettant de retrouver le produit scalaire a partir de la norme :
Ix+yIZ=1xIP+]y I +2Re(<x|y>)
lix+y [P =[x | +[1y [ +2 Re(<ix|y>) = | X |? + ||y |* — 2 Re(i <x| y>)
=[x 1P+ IF +2 Im(<x | y>)

donc
1 . . .

<X|y>=5(|Ix+yII2—||X||2—||y||2+l||Ix+y||2—l||><||2—l||y||2)
ou encore :

[+ yIE =1 XIE + 1y I + 2 Re(<x| y)

IX=ylI"=1Ix"+1yl°—2Re(<x|y>)
donc

_Ix+y P Ix—y|?

Re(<x|y>) 2

donc
SR SR

donc

1 : : : :
<X|y>:Z(IIXWIIZ—IIX—YIIZ—IIIX+lY||2+IIIX—Iy||2)

O Les inégalités de Cauchy-Schwarz et triangulaire restent valides :
vxeE VyeE x|y <lx]lyl



VxeE VyeE [ x+yl<x[+]yl

Démonstration :
0 Commengons par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. La relation |<x |y>| < | x || || y || est triviale si x

ou y est nul. Supposons-les non nuls. Considérons I'application suivante :
C->C

u— || x+uy|?=<x+uy|x+uy>
=[x +u<y e +u<x|y>+|uffly|?
= || x| +2 Re(u<x|y>) +|uflly |P
Choisissons u = te'® avec t réel et 0 = — arg(<x | y>) de facon que u <x | y> soit réel, égal a t| <X | y>|.
On obtient alors :
I +uy =+ 2t[<x | y>| + ]y I

Il s'agit d'un binbme du second degré en t, positif ou nul. Il ne peut donc posséder deux racines
réelles distinctes. Son discriminant est donc négatif ou nul, ce qui donne :

|[<x|y>| = IxIPlly [P <0
d'ou I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

O Une autre démonstration consiste a considérer la quantité d = || %{l—ﬁ? y — X ||. On a (en prenant

garde que | Ay — X [P = |22 1y I + | X |P - 2 Re(h<y | x>) et en n'oubliant pas que <x | y> est le
conjugueé de <y | x>) :

d*>0

2 2
<x|y> <X |y>
i i O L.
Iyl Iyl

o iy P<ixPiyi?
d'ou I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

O Dans le cas de C", on peut aussi vérifier que, pour toute famille de complexe z; et w; :

(gnl: Zj Z_l)(é W;j Wj) = (é Zj Wi)(éz_jwl-) —Zzi Zj Wi wj + z Z, 7 W; W;

i i#]

= (IZE Zi Wi)(é Zi Wi) + 2 (zi W) — 2 Wi)(Zi W) — Zj W)

i<j

n n n 2 n 2
soit : (Z£|zi|2)(2£|wi|2)= Z]_ZWI +Z|ZinijWi|22 %ZW,
1= 1= 1= i=

i<j
= N ZIPIWIP>]<zw>|?

O Quant a I'inégalité triangulaire, elle peut see montrer comme suit :

Ix+y <1yl
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& x+y|x+yP < x|+ [y )
& 2Re(=x|y>) <2Ix|IIyl

qui est vraie puisque Re(<x | y>) <|<x|y>| < || x |||l y || d'aprés l'inégalité de Schwarz.

3- Orthogonalité

Dans la suite du chapitre, les espaces considérés sont préhilbertiens, c'est-a-dire munis d'un produit
scalaire. On généralise au cas complexe les notions vues dans le cas réel.

DEFINTION
Deux vecteurs x et y sont dits orthogonaux si <x | y> = 0. x est dit unitaire ou normé si || x || = 1.
Une famille (x;)i<; (I fini ou non), est dite orthogonale si :
Vi#], <Xi|x>=0
Elle est dite orthonormale si, de plus, || x; || = 0 pour tout i.
Deux sous-espaces vectoriels F et G d'un espace sont dits orthogonaux si :
VXxeF VyeG,<x|y>=0

Si on est en dimension finie, pour Vérifier que deux sous-espaces F et G sont orthogonaux, il suffit
de vérifier que les vecteurs d'une base de F sont orthogonaux aux vecteurs d'une base de G. Par
ailleurs, si F et G sont orthogonaux, F et G sont en somme directe. En effet, soit x élément de
FNG.Ona:

VyeF,VzeG,<y|z>=0
En prenanty =z = x, on obtient <x | x> = 0 donc x = 0.

Plus généralement, on a :

PROPOSITION

Soient Fy, Fs, ..., Fp une famille de sous-espaces vectoriels deux a deux orthogonaux. Alors ils sont
en somme directe.

Démonstration :
Q Sixi + ... + X, =0avec x; € F;, alors, en faisant le produit scalaire par x;, on obtient <x; | x;> =0
puisque tous les autres produits scalaires sont nuls. D'ou x; = 0, et ceci, quel que soit x;.

DEFINITION
Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E préhilbertion. On note F° ou F* le sous-
espace orthogonal a F, c'est a dire I'ensemble des vecteurs y de E tels que :

VxeF <x|y>=0

Si F est de dimension finie, pour appartenir a F°, il suffit de vérifier l'orthogonalité avec une base de
F. F° étant orthogonal a F, ces deux espaces sont en somme directe. Mais si on est en dimension
infinie, ils ne sont pas nécessairement supplémentaires. Un exemple est donné pour le cas reel dans
L2/PREHILB.PDF. En voici un autre :

EXEMPLE :

O Soit 1%(C) Il'espace des suites réelles u = (u,) telles que > |un|2 converge, muni du produit
n=0
scalaire :
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o0
<u|v>=> TV,
n=0

La série définissant <u | v> est bien convergente car, pour tout n :

vl =l [ <2l + )

Considérons le sous-espace vectoriel F des suites nulles a partir d'un certain rang. Cet espace est
engendré par la base (én)nepy OU €0 = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ...), le 1 se trouvant au n-eme rang. Soit u
élément de F°. Alors <e, | u> = 0 pour tout n, mais <e, | u> = u, donc Vv n, u, = 0, donc u = 0. Donc
F°={0},etF®F°=F=E.

4- Bases orthonormales
Dans ce paragraphe, les espaces sont de dimension finie. Un espace vectoriel sur C préhibertien et
de dimension finie est dit hermitien.

DEFINITION

Une base (ey, ... ,en) est dite orthogonale si les vecteurs de base sont deux a deux orthogonaux.

Une base (e, ... ,en) est dite orthonormale ou orthonormée si elle est orthogonale et si tous ses
vecteurs sont unitaires.

Si un systeme de vecteurs non nuls est constitué de vecteurs deux a deux orthogonaux, alors, ce
systeme est libre car :

n n

Z kiei:O:>vj,<ej|Z kiei>=0:>vj,kj<ej|ej>:o

i=1 i=1
donc

Vi A=0
Pour que ce soit une base, il suffit que le nombre de ces vecteurs soit égal a la dimension de
I'espace.

L'intérét d'une base orthonormée est que le produit scalaire s'y exprime trés simplement. Si

n n
X =Y. Xxiej ety = D yiei, avec x; et y; complexes, alors :
i=1 i=1

n T X1 Y1
X|y>=Y%Yyi=X Y ouX=|..|Y=]|..|et" désigne la transposition
i=1 Xn yn

On reconnait le produit scalaire et la norme canonique dans C".

Dans une base quelconque, on a:

X |y>= 2%y <ei| e
I’]



ou encore, si I'on note M la matrice de terme général <e; | e> :

—T
x|y>=X MY

Comme <x | y>= <y | x>, on a, pour tout i et tout j :

<ei|e>= <gj|e>
donc

Mij = Mii
Autrement dit, la matrice M vérifie la relation MT = M. Une telle matrice est dite hermitienne.

5- Proceédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt
Le procéde d'orthogonalisation de Gram-Schmidt, permettant de déterminer une base orthonormale
a partir d'une base quelconque en dimension finie, s'applique au cas complexe. Soit (e, ..., €y) une
base quelconque. Construisons a partir de celle-ci une base orthogonale (&1, €, ..., &) :
Prendre g; = e;
Par récurrence, pour construire g, ecrire
€ =€k + Ok_1&k-1 T ... T O11€1
On trouve la valeur de o, 1 < j <k —1, en écrivant <g; | &> = 0. On obtient :
0=<gj|e>+aj<¢|e>
d'ou aj. On prendra cependant garde a bien prendre <g; | > et non <g | &> car ce dernier produit

scalaire conduirait a ‘aj. On voit par récurrence que g est combinaison linéaire de (ey,..., &), la
composante suivant e étant 1. 1l en résulte qu'aucun des g n'est nul, et qu'ils constituent une base de
E. Pour obtenir une base orthonormeée, il suffit ensuite de diviser chaque g par sa norme.

Si on dispose d'un systeme libre orthonormal (g, ..., &), il est possible de le compléter en une base
orthonormale. Il suffit de compléter le systeme libre en une base (ei, ..., &, €k+1, ..., €n) €t de lui
appliquer le procédé d'orthogonalisation ci-dessus.

6- Projection sur un sous-espace vectoriel de dimension finie

Comme dans le cas réel, si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace
préhilbertion E (ici complexe), alors F et F° sont supplémentaires. E, lui, peut étre de dimension
infinie. Nous savons déja que F et F° sont en somme directe. Nous allons maintenant montrer que
E=F+F

Pour cela, considérons (e, .., en) une base orthonormée de F. Soit x élément de E. Considérons

m
I'application p définie par p(x) = >. <ej | x> €. On note que p(x) appartient a F. Vérifions que
i=1

X — p(x) appartient a F°. Il suffit de montrer que son produit scalaire avec chaque ¢; de la base de F
est nul :
m

<ej | x—p(x)) = <ej [ x -2 <ei|x>ep>
i=1



m
= <gj| x> —<gj| X <ej|x>ep>
i=1

m
=<gj|x>—2 <ei|x><gj|e>
i=1

=<gj|x>—-<gj[x>=0
On a donc x = p(x) + (x — p(x)) élément de F + F°. p n'est autre que le projecteur orthogonal de E sur
F. On prendra garde de bien prendre les <e; | x> pour définir p et non <x | /> car, dans la
démonstration ci-dessus, on a utilisé la linéarité a droite.

La quantité || x — p(x) || s'appelle distance de x a F. Si on considére la quantité || x — z || lorsque z
décrit F, celle-ci atteint son minimum pour z = p(x). En effet, d'apres le théoréme de Pythagore :

Ix=2z =11 x—p(x) + p(x) -z | avecx —p(x) € F°, p(x) -z € F
=[[x=p0) I + I p() -z |
> || x—p() I

En outre, pourz=0:
2 _ 2 2
A7 = 1 x = p() I + [ p() |
Il en résulte que :
IpC) [P < [ x [
ce qui s'écrit aussi :

n 2
> [<ei x| <[ x| (inégalité de Bessel)

Si E est de dimension finie, on a:
dim(E) = dim(F) + dim(F°)
puisque les deux espaces sont supplémentaires. Enfin, et toujours si E est de dimension finie,
(F°)° = F. En effet, ces deux espaces ont méme dimension puisque :
dim(E) = dim(F) + dim(F°) = dim(F°) + dim((F°)°)
donc
dim(F) = dim((F°)°)
et on vérifie facilement que F est inclus dans (F°)°.

Nous avons défini précédemment le projecteur sur F parallélement a F°. Il faut pour cela que
E=F@®F° ce qui est le cas si F est de dimension finie. On peut aussi définir le projecteur sur F°
parallélement a F. Un cas trés fréquent est celui ol F est une droite D. F° est alors hyperplan, que
nous noterons H.

Dans le cas d'un hyperplan H, orthogonal a une droite D, les projecteurs s'expriment trés
simplement. Soit u un vecteur unitaire orthogonal a H (vecteur directeur de la droite D). On a les
mémes expressions des projecteurs et symetries que dans le cas réel.

Projecteur orthogonal sur D :
p(x) =<u|x>u

Projecteur orthogonal sur H :



gx) =x—<u|x>u

Symétrie orthogonale par rapporta D :
Sp(X) =2 <u | x>u—x=p(x)—q(x)

Symétrie orthogonale par rapporta H :
SH(X) =X =2 <u|x>u=q(x) - p(x) = - sp(x)

Pour le voir, on utilise la decomposition de x précédemment mise en évidence.

7- Isomorphisme entre E et E* en dimension finie

Sur un espace préhilbertien E, on peut définir une forme linéaire au moyen du produit scalaire.
Fixons en effet a dans E. Alors I'application x — <a |x> est linéaire. Il est impératif de noter a a
gauche de fagcon que x — <a | x> soit bien une forme linéaire en x. Notons cette application <a | >.
Si E est de dimension finie, il n'y en a pas d'autres. Notons E* I'espace des formes linéaires sur E.
Dans le cas complexe, une difficulté survient du fait de la semi-linéariteé.

PROPOSITION
Soit E hermitien, I'application a € E — <a|> e E* est un isomorphisme semi-linéaire. En
particulier, il n'y a pas d'autres formes linéaires que les applications <a | >.

Démonstration :

O La vérification que I'application a — <a | > est semi-linéaire se fait sans difficulté.

Q Elle est injective : si <a | > est nulle, alors en appliquant cette forme a a lui-méme, on a
<a|a>=0donca=0.

Q Elle est surjective. En effet, soit une forme linéaire f et (ey, ..., €,) est une base orthonormée de E.

n
Six=> xjejalors:
i=1

f(x) = f(é % e)

n

> xi f(e) car f est linéaire
i=1

=<a|x>

n
ol a = D, f(e) &. On notera bien la présence du conjugué sur les coefficients de a.
i=1

Il : Endomorphismes et produit scalaire

On se place ici dans des espaces hermitiens, i.e. les espaces préhilbertiens complexes de dimension
finie.



1- Adjoint d'un endomorphisme

Considérons un espace euclidien ou hermitien E et soit u un endomorphisme de E. Pour tout y de E,
I'application x € E — <y | u(x)> est une forme linéaire. En raison de I'isomorphisme entre E et son
dual, il existe un unique vecteur z dépendant de y tel que :

VX <y|u(X)>=<z|x>
On note z = u*(y), définissant ainsi une application u* appelée adjointe de u. On a donc, pour tout x
ettouty:

<y [u(x)> = <u*(y) | x>
ou bien, en utilisant le caractére hermitien du produit scalaire dans les deux membres :

<u(x) [y> = <x[u*(y)>

Puisque, dans le cas complexe, le produit scalaire de x par y s'exprime dans une base orthonormée

T
sous la forme <x | y> = X Y, ou X et Y sont les colonnes des composantes de x et y dans la dite
base orthonormée, I'égalité calcul précédente devient, si M est la matrice de u dans la base donnée :

<y u>=Y (MX)
= (MT Y) X
= <ux(y) | x>

T T
Donc u*(y) a pour composante M Y. Par conséquent, u* un endomorphisme de matrice M . On

T
diraque M est la matrice adjointe de M. On la note M*.

On peut aussi montrer que u* est linéaire directement de la facon suivante. Pour tout X, y, z de E et
tout scalaire A :

<y + Az |u(x)> =<y [u(x)> + & <z | u(x)>

donc  <u*(y + Az) | x> = <u*(y) | z> + & <u*(2) | x>

donc <u*(y + Az) | x> = <u*(y) + Au*(2) | x>

donc u*(y + Az) — (u*(y) + Au*(2)) est orthogonal a tout x de E, donc a E, donc est nul,
donc u*(y + Az) = u*(y) + Au*(2)

2- Propriétés de I'adjoint
PROPOSITION

Pour tout endomorphisme u et v, et tout scalaire A, on a :
(1) (U+Vv)*=u*+v*

(i) (uy* =

(i) (U¥)*=u

(iv)  (Uov)*=v*ou*

(v)  Siuestinversible, alors (u™)* = (u*)™

Démonstration :
O Les quatre premiéres propriétés se montrent facilement a I'aide des matrices A et B de u et v dans

PR T
une base orthonormeée. Les matrices de u* et v* sont A et B et I'on a respectivement :
T T

R _ T
(A+B) =A +B
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T T
(AA) =1 A
— T
T
(A) =A
R T _T
(AB) =B A
Ces propriétés peuvent également se montrer directement sans recourir a la matrice associée dans
une base orthonormée.
Q@) VX Vy <x[(u+v)*(y)>=<(u+v)x) |y>
= <u(x) +v(x) | y>
= <u(¥) |y> + <v(x) | y>
= <x | UX(y)> + <x| vX(y)>
= <x|u*(y) + ve(y)>
donc vy, (u+Vv)*(y) = u*(y) +v*(y)
donc (U+V)*=u*+v*

Qi) VX Yy, VA <x|(Au)*(y)>=<iu(x)|y>

<u(x) |y>

(>

=k x| u*(y)>
= <X | Aux(y)>
donc ¥y, (Ruy*(y) = Au*(y)
donc Vvy, (Au)*= AU*

Q (iii) ¥ x, Yy, <x | (U*)*(y)> = <u*(x) | y)>
= <x|u(y)>

donc V', (U*)*(y) = u(y)
donc u=(u*)*

Q(iv) V X, Yy, <x| (v* o UF)(y)> = <x | v*(u*(y))>
= <v(x) | u*(y)>
= <u(v(x)) | y>
=<(Uov)(¥)|y>
= <X | (uoV)*(y)>
donc Vv, (V¥ o u*)(y) =(uoVv)*(y)
donc (UoV)*=Vv*ouUu*

0 (v) Dans le cas d'un automorphisme u, en prenantv=u", ona:
UH*ou*=(Uoult)y*=Id*=1Id
donc (u)*=(@u*™

Une derniére propriété enfin, déja valide dans le cas réel :

PROPOSITION
Soit F un sous-espace vectoriel de E, stable par un endomorphisme u. Alors F° est stable par u*.

-11 -



Démonstration :
O Soit x un élement de F°. Il s'agit de montrer que u*(x) appartient a F°, autrement dit, que, pour
touty de F,ona<y|u*(x)>=0.Or:
<y | u*(x)> = <u(y) | x> avec u(y) € F, puisque F est stable par u
=0 puisque u(y) € F et xe F°

COROLLAIRE
Soit F un sous-espace vectoriel de E, stable par u et u*. Alors F° est stable par u et u*.

Démonstration :

Q Puisque F est stable par u, F° est stable par son adjoint u*.

Et puisque F est aussi stable par u*, F° est stable par I'adjoint (u*)* de ce dernier. Mais (u*)* = u.
Donc F° est stable par u.

3- Groupe unitaire

L'équivalent dans les espaces hermitiens du groupe orthogonal des espaces euclidiens est le groupe
unitaire.

DEFINITION-PROPOSITION
Un endomorphisme u d'un espace hermitien E de dimension n est dit unitaire s'il vérifie I'une des
conditions équivalentes suivantes

() VxeE[[u@)[=xl

(if) ¥ (x, ¥) € E% <u(x) | u(y)> = <x | y>

(iiyu*ou=1d

(iv) La matrice M de u dans une base orthonormée vérifie M*M = |,

(v) u transforme une base orthonormée de E en une autre base orthonormée.

Démonstration
La démonstration est comparable a celle menée pour les endomorphismes orthogonaux dans
L2/PREHILB.PDF.
(i) = (ii) en utilisant une identité de polarisation. La réciproque (ii) = (i) est triviale en prenant
X =Y.
(i) < (iii) car :
¥ (x,y) € E? <u(x) |u(y)> = <x | y>
& V(xy)eEL x|uru@y)>=<x|y>
S V(xy) e B, x|uru@y) -y>=0
& VyeE u*ouly) =y
= u*ou=1Id
(iii) = (iv) car, si M est la matrice de u dans une base orthonormée, la matrice de u* dans la méme
base orthonormée est M*.
(iv) = (v) car soit (e, ..., e,) est une base orthonormée dans laquelle la matrice M de u vérifie
ostiz) . Or (M*M);; est la somme des produits

M*M = I,. Alors, pour tout (i, j), (M*M); = [ 1sii=]

terme & terme de la i-eme ligne de M* ="M par la j-éme colonne de M, donc c'est la somme des

produits terme & terme de la i-eme colonne de M par la j-éme colonne de M. C'est le produit scalaire
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canonique dans C" de ces deux colonnes. Comme (ey, ..., €,) est une base orthonormée et que ces
deux colonnes sont les composantes dans cette base de u(e;) et u(ej), ona:
Osii#]
; D> = *M):: = L.
<U(e|) | u(e,)> (M M)I] |: 1sii=j
et la base (u(ey), ..., u(en)) est une base orthonormée.
(v) = (i) car si (e1, ..., en) est une base orthonormée, transformée en une base orthonormee

(u(ey), ..., u(en)), etsix = i‘, Xj €j, alorson a u(x) = i Xj u(e;) et :

i=1 i=1
2 4 2
| x| = Zi |xi| car (ey, ..., €n) est orthonormée
i=
2 4 2
| u(x) |2 = Zi x| car (u(ey), ..., u(en)) est orthonormée
1=

donc [ x| = u(x)
Une matrice vérifiant M*M = |, est dite matrice unitaire.

Le mot "une™ dans I'énoncé (iv) ou (v) peut étre entendu indifféremment comme "une particuliere™
ou "une quelconque™, autrement dit, les deux sens suivants sont vrais :

Il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice M de u vérifie M*M = I,
ou

Pour toute base orthonormée, la matrice M de u dans cette base vérifie M*M = I,
En effet, la démonstration (iii) = (iv) est vraie pour toute base orthonormée, et la démonstration
(v) = (i) n'utilise qu'une base particuliere.

Si M est la matrice de u dans une base orthonormée, la propriété (v) exprime le fait qu'une matrice
est unitaire si et seulement si les colonnes de M forment une base orthonormée de C". En

particulier, les matrices de passage d'une base orthonormée de C" a une autre base orthonormée sont
des matrices unitaires.

PROPOSITION

(i) Un opérateur unitaire est bijectif.

(ii) L'ensemble des opérateurs unitaires de E muni de la composition des applications forme
un sous-groupe de GL(E) appelé groupe unitaire U(E). L'ensemble des matrices unitaires de
M.(C) muni du produit des matrices forme un sous-groupe de GL,(C) appelé groupe unitaire
Un(C) (ou plus briévement Uy).

(iii) Le déterminant d'un opérateur unitaire ou d'une matrice unitaire est de module 1.
(iv) L'ensemble des opérateurs unitaire de déterminant 1 forme un sous-groupe de U(E),

appelé groupe spécial unitaire SU(E). L'ensemble des matrices unitaires de M,(C) de
déterminant 1 forme un sous-groupe de U,(C) appelé groupe spécial unitaire SU,(C) (ou plus

briévement SU,).
(v) Si F est un sous-espace vectoriel stable par un opérateur unitaire u, alors F° est aussi
stable par u.
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Démonstration :
Q (i) L'espace hermitien E étant de dimension finie, il suffit de montrer qu'un tel opérateur est
injectif. Or, en utilisant la conservation de la norme :

uX)=0=uX) |=0=||x||=0=x=0

Q (ii) U(E) est non vide car il contient Id. Il est inclus dans GL(E) d'apres le (i). u et v étant
éléments de U(E), on a, pour tout x de E :

v o u)X) I =l v(u() |l

= |lu) || car v conserve la norme
= x|l car u conserve la norme
doncvou e U(E)
[u ) | =] uu™) || car u conserve la norme

=[xl
donc u™ e U(E).

Q (iii) Si (e;) est une base orthonormée dans laquelle u posséde une matrice M, alors :
M*M = I,
donc
T - -
det(M*M) = 1 = det(M*)det(M) = det(M )det(M) = det(M)det(M) = det(M) det(M)
= | det(Mm)|?

donc | det(M)| = 1.

Q (iv) SU(E) est le noyau du morphisme de groupe :
(U(E), o) » (U, x) ou U est le cercle unité de C

u — det(u)
donc est un sous-groupe de U(E) (Voir L2/GROUPES.DOC)

O (v) Soit F stable par u. Alors F° est stable par u* = u™, donc u™(F°) < F°, et donc u(u*(F%)
u(F°), ce qui donne F° = u(F°). Mais u étant bijective, ces deux sous-espaces vectoriels ont méme
dimension et sont alors égaux. Ainsi, u(F°) = F°.

EXEMPLE

eIO

0 eie) est une matrice de SU,.

U La matrice suivante (
4- Endomorphismes normaux

DEFINITION
Un endomorphisme d'un espace hermitien u est dit normal si u* o u = u o U*.

EXEMPLE :
0 Un endomorphisme unitaire est normal, puisque u* = u™* commute avec u.

PROPOSITION
Tout endomorphisme normal d'un espace hermitien complexe est diagonalisable dans une base
orthonormée. Les sous-espaces propres sont orthogonaux.
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Démonstration :

On se place sur C pour étre certain que tout endomorphisme possede au moins une valeur propre
puisque le polyndme caractéristique posséde au moins une racine.

Q) Pour toute valeur propre A, soit E; le sous-espace propre correspondant. Comme u commute avec
u*, E, est stable par u* (voir L2/DIAGONAL.PDF). Soit Sp(u) le spectre de u (ensemble des

valeurs propres de u), et soit F = D E. 1l s'agit de montrer que F = E. Puisque chaque E; est
AeSp(u)

stable par u*, il en est de méme de F. Dans le 11-2), nous avons vu que, Si un sous-espace vectoriel
est stable par un endomorphisme, l'orthogonal de ce sous-espace vectoriel est stable par I'adjoint de
I'endomorphisme. Appliqué a F et u*, on en déduit que F° est stable par (U*)* = u. On peut donc
considérer la restriction de u a F°. Par I'absurde, si F° est non réduit a {0}, Ugo possederait au moins

un vecteur propre non nul. Mais ce vecteur, élément de F°, est aussi élément de F puisque c'est un
vecteur propre et que F contient tous les vecteurs propre. Il est donc nul, ce qui est contradictoire.

O Montrons maintenant que les sous-espaces propres d'un endomorphisme normal sont
orthogonaux. Soit A # u deux valeurs propres distinctes, et x vecteur propre associé a la valeur
propre p. Il s'agit de montrer que x est orthogonal a E;. Pour cela, nous utiliserons le fait que E;° est
stable par u (car, comme ci-dessus, E, est stable par u* donc, d'aprés la proposition, son orthogonal
est stable par (u*)* = u). Décomposons x sous la forme :

X=Yy+1z avecy e E;,z € E°
Appliquons u, en tenant compte du fait que x € E,, :

uX) = pux = u(y) + u(2) = Ay + u(z) avec u(z) e E;° car E,° est stable par u
On peut aussi multiplier les deux membres de la premiere égalité par p :

pX = py + pz
On retranche membre @ membre les deux derniéres egalités :

0= —p)y+u(2)—pnz avec u(z) —uz € E5°

donc y=—1— () -2
L—A

donc yeE,nE’°
donc y=0
donc x=zeE°

O On peut diagonaliser u dans une base orthonormée. Il suffit pour cela de prendre, dans chaque
sous-espace propre, une base orthonormée, et de réunir toutes ces bases. Matriciellement, si M est la
matrice de u dans une base orthonormee et si on diagonalise u dans une autre base orthonormee,
alors il existe D diagonale (la matrice de u dans la base finale) et une matrice de passage P unitaire
(car on passe d'une base orthonormée & une autre) telle que M = PDP™. On a P™* = P* car P est
unitaire.

COROLLAIRE 1
Un endomorphisme unitaire est diagonalisable dans une base orthonormée. Ses valeurs propres
sont de module 1.

Démonstration :
Q) Si u est unitaire, u est normal, donc diagonalisable dans une base orthonormée. Soit A une de ses
valeurs propres et x un vecteur propre (non nul) associé. On a :
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1= 1ued) [ =1 ax =] x|

orx=0, donc|k| =1

COROLLAIRE 2 (reduction des matrices orthogonales)
Soit M une matrice réelle orthogonale. Alors il existe une matrice orthogonale P et une matrice
diagonale par blocs D telles que M = PDP?, les blocs de D étant ou bien des blocs 1 x 1 valant + 1,

cos(0) —sin(e))

ou bien des blocs 2 x 2 de la forme (sin(e) cos(6)

Démonstration :

O On considére la matrice réelle M comme élément de M,(C). Elle est alors unitaire, donc
diagonalisable dans une base orthonormée de C". Ses valeurs propres complexes sont de module 1.
Soit u I'endomorphisme de C" de matrice M dans la base canonique de C". C" est la somme des

sous-espaces propres de u.
Parmi ses valeurs propres, celles qui sont réelles valent + 1. Soit A une telle valeur propre. Soit r le
rang de M — Al,. Le sous-espace vectoriel {X € R" | (M — Al,)X = 0} de R" est de dimension n —r.

Il possede une base de n — r colonnes réelles (g1, .., &nr). Le sous-espace vectoriel
{X eC"|(M-Al)X =0} de C" est aussi de dimension n — r, et posséde les éléments ¢, ..., en_r
vus comme colonnes dans C". Ces éléments formant une famille libre dans R forme aussi une
famille libre dans C (si une combinaison linéaire a coefficients complexes de ces éléments est nulle,

prendre la partie réelle et la partie imaginaire de cette combinaison linéaire pour en déduire que les
parties réelles et imaginaires de tous les coefficients sont nuls). Donc c'est une base du sous-espace
propre E; dans C".

Soit maintenant une valeur propre A non réelle. Le polynéme caractéristique de M étant réel, et A

étant racine complexe de ce polyndme caractéristique, son conjugué A est aussi racine du polynéme
caractéristique donc est aussi valeur propre complexe de M. Comparons les sous-espaces propres. Si
X e C" est vecteur propre de M avec la valeur propre A, alors MX = AX, donc en prenant le

conjugué, et M étant réelle, MX = 2 X. Donc le sous-espace propre associé a A s'obtient en
prenant les conjugués des éléments du sous-espace propre E;. Si (e1, ..., €,) est une base
orthonormée de E,, alors (e, ..., €) est une base orthonormée de E;. M étant unitaire, E; est
orthogonal a Ez. Une base orthonormée de E; @ Ej est donc (ey, ..., &y, €1, ..., €). Prenons comme

e1+e e1—€1 e+e; eo—6r Ept € €p—
2 o2 2 2 T 22
en fait dans R". Ils forment de plus une base orthonormée dans R". Par exemple :

nouvelle base ( ie"). Tous ces vecteurs de C" sont

e1 +e_1| el—e_1> _l
2 2i 4i

care; L e, et]er||=| € || = 1. Le lecteur vérifiera les autres relations.

M étant unitaire, la valeur propre A est de module 1, donc de la forme A = ¢

< (les|?—<er| &>+ <er|e>—| e ) =0

-9 Onadonc:
e ';e_l) _ % (e e, +eF)
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= % (cos(0)e; — isin(0)e; + cos(0)ey + isin(0)er)

= cos(0) @ +sin(0) %

ot u@=fy=L@Ete e

2i 2i
= % (cos(0) e; — isin(0) e; — cos(P) €1 — isin(0)er)

=—sin(0) @ + c0s(0) %

On procéde de méme pour les autres indices. La matrice de la restriction de u a E; @ Ej est donc
cos() —sin(e))

sin(0) cos(6) )’

Procédant de méme pour tous les valeurs propres A complexes, on obtient une matrice diagonale par

blocs de la forme voulue. Tous les vecteurs de la nouvelle base sont réels, donc la matrice de

passage est réelle. La nouvelle base étant orthonormée, la matrice de passage est orthogonale.

diagonale par blocs avec des blocs de la forme annoncée (

O Si D posséde au moins deux 1 (respectivement deux —1) sur sa diagonale, on peut permuter les
vecteurs propres de la base pour amener ces deux 1 (respectivement —1) en position successive sur
cos(6) —sin(0)
sin(0) cos(e)) avec 6=0
(respectivement 6 = ). On peut donc supposer que, en dehors des blocs, il y a au plus un 1 et au
plus un —1 sur la diagonale. Si M e SO,(R), det(M) = 1, donc si n est pair, D est uniquement
cos(0) —sin(b)
sin(0) cos(6)
cos(6) —sin(0)
sin(0) cos(6)
utilisée dans L3/TOPOLOG.DOC pour déterminer les composantes connexes de O,(R).

la diagonale. lls peuvent alors étre vus comme formant un bloc (

constituée de blocs ( ) (y compris éventuellement 6 = 0 ou =) et si n est impair, D est

constituée de blocs ( ) et d'un coefficient diagonal égal a —1. Cette décomposition est

5- Endomorphismes hermitiens
Un endomorphisme d'un espace hermitien est dit hermitien ou auto-adjoint si u* = u. Autrement
dit :

VX, VY, <u(x) |y> = <x|u(y)>

T
La matrice M d'un endomorphisme hermitien dans une base orthonormée vérifie M = M et est donc
hermitienne.

PROPOSITION

Soit u un endomorphisme hermitien. Alors les valeurs propres de u sont réelles et u est
diagonalisable dans une base orthonormée. Les sous-espaces propres sont orthogonaux.

Soit M une matrice hermitienne. Alors les valeurs propres de M sont réelles et il existe une matrice
de passage unitaire P et une matrice diagonale & coefficients réels D telles que M = PDP ™.

La deuxiéme phrase est I'expression matricielle de la premiére phrase.
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Démonstration :

QO Puisque u = u*, on U o U* = U* o u, donc u est normal, donc diagonalisable dans une base
orthonormée, et les sous-espaces propres sont orthogonaux. Il reste & montrer que les valeurs
propres sont réelles. Soit x vecteur propre (non nul) de valeur propre A. On a:

<u(X) | x> = <hx | x> = A <x | x>
=X | UX)>=<X|Ax> =L <X | x>

et comme <x |x>=0,0nai = A.

Exercices

1- Enoncés
Exo.1) a) Dans C, soit a et b deux complexes, a étant non nul. Donner, en fonction de a et b la

valeur ty du réel t tel que |at + b| soit le plus petit possible. Donner une expression de aty + b et de
|ato + b|
b) Soit E un espace hermitien, a et b deux éléments de E, a étant non nul. Donner, en

fonction de a et b la valeur t, du réel t tel que || ta + b || soit le plus petit possible. Donner une
expression de tpa + betde || topa+ b ||.

Exo0.2) Soit u un endomorphisme d'un espace préhilbertien complexe E, tel que, pour tout x de E,
<u(x) | x> = 0. Montrer que u = 0.
Montrer que la conclusion peut étre fausse si E est un espace préhilbertien réel.

Ex0.3) Soit A une matrice de M,(C), triangulaire supérieure et telle que A*A = AA*. Montrer que
A est diagonale.

Exo.4) Soit A une matrice élément de Mn(C) de rang m, Xo un élément de C™. On pose :
S={Y e C" AY = X¢}
Ker(A) ={Y e C", AY =0}

a) Montrer que S # &. Montrer que, si Yo € S, alors S est le sous-espace affine de C"
passant par Y, de direction vectorielle Ker(A). (Voir LI/GEOMAFF.PDF pour la notion de sous-
espace affine)

b) Soit V un élément de C". Montrer qu'il existe un unique élément W de S tel que V — W
soit orthogonal a Ker(A), pour le produit scalaire canonique de C".

c) Pour déterminer W, Bérenice propose de faire comme suit :

Résoudre le systeme AA*Z = AV — X, d'inconnue Z (ou A* est I'adjointe de A)
Prendre W =V — A*Z
Qu'en pensez-vous ?
d) Titus propose de faire comme suit :
Résoudre le systeme AZ = AV — X, d'inconnue Z
Prendre W=V -Z
Qu'en pensez-vous ?

Ex0.5) Soit M une matrice élément de M, (C) et S = M x M*.
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a) Montrer que, si n <k, alors det(S) = 0.
b) On suppose n > k, et S inversible. On note C;, 1 < j < n, les colonnes de M. Donner la

n
valeur de Y. Cj*S™ C;.
=1

c) Montrer que det(S) = (@)k < 3N, S=Al

Ex0.6) Soit E un espace préhilbertien complexe de dimension infinie, et soit (U,)ney UNE famille
orthonormée.

n
a) Montrer que, pour tout n, > axux =0 = V k, ax = 0.
k=1
b) Montrer que, si la série X a, u, converge pour la norme euclidienne, alors :

aup=0=>Vn,a,=0
n=1

c) On prend E I'espace des fonctions continues par morceaux sur [0,1] & valeurs complexes,

muni du produit scalaire <f, g> = Jl f(t) g(t) dt. Soit (¢y) la famille de fonctions définies par :

¢1(0)=0 Oet v x €10,1], p2(x) =1

vnz2,  g(0)=0 et Vxelo 2—,}4], on(X) = 20022

1 1 -
v x € Igrn el on(x) = 2027

1
VX e ]Fz, l], (pn(X) =0
Montrer que (¢n) est une famille orthonormée. Montrer que la série de fonction @, + > 222 ¢,
n=2
converge simplement sur [0,1] et que, pour tout x de [0, 1], @1(X) + > 2?2 ¢ (x) = 0. Ce résultat
n=2

est-il contradictoire avec celui du b) ?

Ex0.7) Soit M une matrice élément de SU,(R), definie par blocs :

M=(2E) A e M©).D e MO

. . (A* C —_
En considérant le prodmt( o1 k) x M, montrer que det(A) = det(D).
n_
Exo.8) Soit A = (a;;) une matrice unitaire.

a) Montrer que | Y ajj| < n.
ij
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b) Montrer que 3" |a;| < m/n
ij

Ex0.9) Soit (ey, ..., €y) une base quelconque d'un espace hermitien de dimension n, et (&g, ..., €y) une
base orthonormée. On pose P la matrice de terme général (<e;, e>) et Q la matrice de passage de la
base e & la base . Montrer que P = Q* Q™.

Ex0.10) Soit E un espace vectoriel hermitien et E* = L(E, C) I'espace des formes linéaires sur E.
Soit (ey, ..., €n) une base orthonormée de E. On définit, pour tout ¢ et y de E* :

(@lv)= Filcp(—ej)w(ej)

a) Montrer que (| ) définit un produit scalaire sur E*.
b) Montrer que I'expression de ce produit scalaire ne dépend pas de la base orthonormée de
E choisie.
c) A tout endomorphisme unitaire u de E, on associe I'endomorphisme U de E* défini par :
VxeE VoeE* U@)x) = oulx)
Montrer que U est un endomorphisme unitaire de E*.

Exo.11) a) Soit A une matrice de M,(C) de rang r, vérifiant AA* = A*A. Montrer qu'il existe r

;
vecteurs orthogonaux de C" Cy, Cy, ..., C; et r complexes Aq, ..., A, tels que A = A, C; Ci*.
i=1

4 -1 2
b) Dans le cas de la matrice A = 1 [1 4 2], donner une telle décomposition dans R".
2 22

2- Solution
Sol.1) a) |at + b|? = (at + b)(at + b) = |a|*t® + 2Re(ab)t + | b|?

expression qui atteint son minimum en tp = — Re(ab) . _ Re(ﬂ) = — Re(

by
|af? Elk 3
at,+b=b_aRe@0) _} Re(@) _; Im(ba)
|al? a 3
o | lim(va)|
El

b) llta+b[*=t"|a|’+2tRe(<a, b>) +| b |’

atteint son minimum en t, = — R&(<&, 0>)

llall

toa+b:bR—e|(|<aii|2t22a
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2
Itoa+b P = b} - RELED2)

lall
donc

b =PIl Re(ea. B

Sol.2) Pour tout x et touty de E :
<Uu(x+y) [x+y>=0=<u(x) | x>+ <u(x) | y>+ <u(y) | x> + <u(y) | y>
= <u(x) |y> + <u(y) | x>

De méme, en remplacant x par ix (ou i est le complexe de module 1 d'argument g) :
0 = <u(ix) [ y> + <u(y) | ix>
=—i<u(x)|y>+i<u(y)|x>
donc, en simplifiant par i :
—<u(x) [y>+<u(y) [x>=0
En sommant les deux relations trouvées, on obtient <u(y) | x> = 0 pour tout x et tout y. Donc u = 0.
Dans le plan réel, prendre u égal a un quart de tour. u = 0 et pourtant, pour tout x, <u(x) | x> = 0.

Sol.3) Pour tout i, (A*A)ii = (AA*); signifie que la norme de la i-éme colonne de A est égale a la
norme de la i-eme ligne. A étant triangulaire supérieure, on en déduit que :

pour i =1, Zn: la|® = Zn: |an|? ora = 0'sik> 1, donc |ay|? = zn: |an|? =|an|? + i | a|? donc
k=1 k=1 k=1 k=2

ay=0sik>1.

n n
puis, pouri =2, Y |aw|* = |ax|?avec a;, = 0 et a, = 0'si k > 3, donc
k=1 k=1

n
lax|? =Y |ax|? =|an|* + Y |ax|* donc ax = 0'si k = 2.
k=1 k#2
Procéder de méme pour les lignes suivantes.

Sol.4) a) A est la matrice d'une application linéaire surjective de C" dans C". Donc S # &. Si
Y e C", alors :
Y — Y, € Ker(A)
& A(Y-Yp)=0
= AY =AY, =Xo

= Y eS
Donc S = {Yo + Z | Z € Ker(A)}. C'est le sous-espace affine de C" passant par Yy de direction
Ker(A).

b) Soit Yo un élément donné de S. D'aprés lea), W e S< 3 U € Ker(A), W=Yo+U. W
répond a la question si et seulement si V — Yo — U est orthogonal a Ker(A), si et seulement si
U =p(V - Y)y), projeté orthogonal de V — Y, sur Ker(A).

c) Le systeme AA*Z = AV — Xpadmet une unique solution car AA* est une matrice m x m et
elle est inversible. En effet, pour X € C™ :
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AA*X:0:>X*AA*X:0c><A*X|A*X>:0©A*X:0:>X:0carA*:KTestde
rang m, comme A.

Vérifions que V — A*Z € Set A*Z 1 Ker(A)

AV — A*Z) = AV — AA*Z = AV — (AV — Xo) = Xo doncV-A*Z eS

V'Y e Ker(A), <Y | A*Z> = Y*A*Z = (AY)*Z = 0donc A*Z 1 Ker(A)

d) Dans cette méthode, il y a existence de Z car I'endomorphisme associé a A est surjectif,
mais pas unicité a priori, car A n'est pas une matrice carrée inversible en général. Vérifions si
V-ZeSetsiZ 1 Ker(A)

AV -2)=AV-AZ=AV - (AV - Xg) = X, doncV-ZeS
mais pour Y e Ker(A), on ne peut pas conclure en général que <Y | Z> = 0. Soit Z, est une solution
particuliere de I'équation AZ = AV — X, et supposons que <Y | Zop> =0. Si Y # 0, on a
A(Zy+Y)=AZy+ AY = AZy= AV — X donc Z = Zy + Y est aussi un élément que pourrait prendre
Titus, mais <Y | Z>=<Y | Ze>+ | Y [P = Y |* # 0. Donc Z ne vérifie pas la deuxiéme condition.
La méthode de Titus est valide seulement si A est une matrice carrée, car alors, A étant de rang m =
n, A est inversible, et dans ce cas W = A X, =V — Z avec Z = A (AV — Xo).

Sol.5) a) Cherchons le noyau de S. Soit X e C*:

SX=0 MM*X =0 = X*MM*X =0 < <M*X | M*X>=0< M*X =0
Reéciproquement, M*X = 0 = MM*X = 0 < SX = 0. Donc Ker(S) = Ker(M*). Par ailleurs, M* est
une matrice & n lignes et k colonnes donc représente un endomorphisme de C* dans C". Le théoréme
du rang donne dim(Ker(M*)) = k — rg(M*) > k — n > 0. Donc S n'est pas injective, donc non
inversible.

b) Soit A la matrice de M,(C) de terme général Ci*Sflcj. Vérifier que A = M*S™M. On demande
donc de calculer :

Tr(A) = Tr(M*S*M) = Tr(MM*S™) = Tr(l,) = k
On peut vérifier que la relation Tr(AB) = Tr(BA) utilisée ci-dessus dans I'égalité
Tr(M*S™*M) = Tr(MM*S™) est valide pour des matrices non carrées A € Mqu(C) et B € Min(C).
En effet :

Tr(AB) = Zni (AB)ii = Zn: Zk: aik by = Zk: Zn: byi aik = kzkl(BA)kk =Tr(BA)

i=1 k=1 k=1i=1
¢) Si' S = Ay, det(S) = A et Tr(S) = ki d'oll det(S) = (mrks J

Réciprogquement, S est hermitienne, donc diagonalisable a valeurs propres réelles. Ces valeurs

propres sont positives ou nulles. En effet, si A est une valeur propre de vecteur propre V,on a:
AV P = V*SV = VEMM*V = || M*V |* > 0 donc A > 0.

Si on note Ay, ..., A les k valeurs propres de S (comptées avec leur ordre de multiplicité),

det(S) = Ay...h et il sagit de montrer que (Ay...a)M = 2t Ak

” < Vi, V], A = . Montrons

Wk oAt t
N k

Pour k = 2, \ A, < @ & (\/fl - \/fz)2 > 0 avec egalite si et seulement si A3 = A,

par récurrence sur k que (A1...Ax) avec egalité seulement si les A; sont égaux.

Supposons la propriété vérifiée au rang k — 1 et étudions la fonction :
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7\.1+...+}Lk_

1/k
: Ot )

f:=>0—>

Pour Ax>0,0na:
f'() >0
% - % Ot e ) Y A e 1 > 0
M — ()Y€ > 0
(7\«1---7\4k—1)1/k < Xklfl/k
A > ()@, Posons A = Aq..h s f est donc d'abord strictement décroissante sur
[0, AY®D] puis strictement croissante sur [AY*™, +oo[, son minimum étant atteint en AY*™Y et vaut
f(AY*D). or :
KAMFBZXy+m+Kp1+AMFD_A@W&ﬂW
k k
_Kyh”+M4+1 1/(k-1)
=t (E-DA
k (k )
— k-1 (7\,1 + .+ A
k k-1
Si on suppose de plus que f(Ax) = 0, cela implique que le minimum de f est nul, atteint en Ay, donc
gt F s o p kD) gy =
k-1
A1= ... = M1, puis la relation & = AY®Y donne alors également I'égalité avec A

0eg O

— AY&D) > 0 d'aprés I'hypothése de récurrence.

on AYED | hypothése de récurrence permet alors de conclure que

n n
Sol.6) Q) 0= Y au*=> aldonc vk a=0
k=1 k=1

0 n
b) Notons S = > ax Uk et Sy = D ax Ux. On suppose que la série converge pour la norme
k=1 k=1

euclienne, i.e. lim || S-S, || = 0. En raison de I'inégalité triangulaire | || S| = |ISall| < IS = Su .
N—»o0
onaaussi lim || Sy || =S| (c'est simplement la propriété de continuité de la norme). Donc :
n—oo

0= S
= 0= lim ||Sy]
N—00

= 0= lim ||S|P
N—o0

n
= 0= lim | Yacul?
N — o0 k=1
L 2
= 0= lim > a car les ux sont orthonormés
n — o k=1
S
= 0= z ak
k=1
donc V k, ax = 0.
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c) Les ¢, font partie d'une famille de fonctions appelée systeme de Haar. Il est facile de voir que
< @1, 1> = 1 et que, pour n > 2, <@n, o> est l'intégrale d'une fonction valant 2" sur un intervalle
de longueur 2" donc est égale & 1. Ainsi, les ¢, sont unitaires.

On a facilement <@y, @,> =0 pour n > 2. Si 2 < n <m, <@,, > est l'intégrale d'une fonction valant
20202 5 js — 20212 g deux intervalles successifs de méme longueur, donc est nulle.

Ainsi, les ¢, forment une famille orthonormée.

Soit F = ¢ + . 2022 ¢ Cette fonction vaut :
n=2

sur]%,l] F)=1-1=0
11 it o
sur]z,z] Fx)=1+1-2=0

11
= = =1+1+2-4=
sur]8,4 Fx)=1+1+2-4=0

sur ]%, Z%I] F) = @1(X) + ... + 202 ray() =1+ 1+2+ .. +2"2-2"1=0
F(0)=0

Le c) n'est pas incompatible avec le b) car ¢, + > 22”2 ¢ diverge pour la norme euclidienne, bien

n=2

qu'elle converge pour la convergence simple®.

<ol (A* C*)(A B) ) (A*A+C*C A*B+C*D)
oN{ o1 A cpJ" C D

) ) A*C*YAB A*A+C*C A*B+C*D Ik O _
mais par ailleurs M*M = B* D* \c D)=\ B*A+D*C B*B+D*D ) ~\ O | ) car M est unitaire.
n7
Ik O

A*C*YAB
Donc ( 0 Ek)(c D) = (C D)' En prenant les déterminants, on obtient det(A*)det(M) = det(D).

Or det(M) = 1 et det(A*) = det(A) donc det(A) = det(D).

1
. 1 n
Sol.8) a) SoitU = et Y = AU. Alors Y; = Y ajj, donc :
i=1
1

n
Y ay =Y Yi= U*Y = U*AU = <U, AU>
ij i=1

donc, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

! cet exemple est donné par Michel Plancherel, Les problemes de Cantor et de Du Bois-Reymond dans la théorie des
séries de polyndmes de Legendre, Annales scientifiques de I'ENS, 3éme série, tome 31, (1914), 223-262
http://imww.numdam.org/item?id=ASENS_1914 3 31 223 0
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Y aj| =[<U, AU>[ <[[U[[|AU||= ]| U |?=n.
1)

b) En utilisant aussi I'inégalité de Cauchy-Schwarz mais dans R”2 :

%|aij|<\/%|3ij|2\/%:lz:\mxn

n
On a utilisé le fait que, pour tout j, > |aij|2 = 1 car A est unitaire donc ses colonnes sont des
i=1

vecteurs unitaires.

Sol.9) Soit X les composantes d'un vecteur x de E dans la base e, et X' ses composantes dans la base
€.
<x|y> = X"*Y"dans la base ¢ car ¢ est orthonormée

n n
=< Xi €, X Yje>
i1 i=1

=2 Xy <ei, &>
IVJ
= X*PY dans la base e
OrX=QX'etY=QY', donc:
<X |y> = X*Q*PQY' = X*'Y"
La relation étant vraie pour tout Y', X"*Q*PQ = X"*. Etant vraie pour tout X', Q*PQ = I,.
Sol.10) a) Pas de difficulté.

n
b) Si ¢ est une autre base orthonormée et si, pour tout j, ej = > ajj &i, alors :
i=1

n n n

(@)= ijZka_ijakj o) we) = 2 X (X &) ee) wled)

i=1 k=1 j=1

n
avec Y ajj ayj = & (symbole de Kronecker valant 1 si k =i et 0 sinon) car la matrice A est la matrice
=1

de passage d'une base orthonormée a une base orthonormée donc est unitaire donc AA* = 1,, donc
pour tout k et j, (AA*),i = &x. Donc :

(0]v) = z @) v

©) (U(@) | U(w) = £ U@IE) Ulw)(e) = X 9UE) w(u(ed) = (o | v) puisque les u(e)
forment une base orthonormée.
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Sol.11) a) A est la matrice d'un endomorphisme normal dans la base canonique orthonormée
(e, ..., &,) de C", donc est diagonalisable dans une base orthonormée. Il existe donc une matrice de

passage unitaire P et une matrice diagonale D de diagonale A4, ..., Ar, O, ..., O telles que A = PDP*.
Si on prend les r premiers vecteurs (es, ..., &) de la base canonique, e;e* est une matrice dont tous
les termes sont nuls sauf celui en (i, i) qui vaut 1. On a donc :
r
D= z AiGj &%
i=1
d'ou :

r r
A=Y )i Peie*P* =Y A Pe; (Pej)*
i=1 i=1

Il suffit alors de prendre C; = Pe;. Ce sont des vecteurs propres unitaires de A associées aux valeurs
propres A;.

b)Ci=|+/2/2 || Co=|-2/3 216 [ a=120=2,05=-1
0 173 — 2213

212 ( 2/3 ] \[2/6
,C3=
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