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Ce chapitre fait suite au chapitre LL/PROBAL.PDF, qui traite des probabilités sur un ensemble fini.
Il nécessite les connaissances du chapitre sur les séries entieres L2/SERIENTR.PDF, et donc
également celles du chapitre sur les séries numériques L2/SERIES.PDF.

| : Probabilité sur un univers quelconque

1- Ensemble dénombrable

Nous étendons ci-dessous les notions de probabilité sur un univers fini au cas d'un ensemble Q
quelconque. Nous commencons par le cas ou Q est dénombrable, i.e. qui est en bijection avec N
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(on pourra lire a ce sujet I'annexe | du chapitre LI/ENSEMBLE.PDF). Cela signifie qu'on peut
décrire Q sous la forme {an, n € N}, les a, étant distincts.

O Toute partie A d'un ensemble ©Q denombrable est finie ou dénombrable. Il suffit en effet de
parcourir les éléments ag, a;, az, ..., an, ... de Q et d'appeler by le premier élément de la liste
appartenant a A, b; I'élément suivant, b, I'élément suivant, etc... A est fini ou dénombrable suivant
que la liste des b; s'arréte ou se prolonge indéfiniment.

O Toute image d'un ensemble dénombrable par une application f est finie ou dénombrable. Il suffit
en effet de parcourir les éléments de f(QQ) : f(ap), f(a1), ..., f(an), ... et de poser by = f(ao), b1 égal au
premier f(a,) différent de bo, b le f(a,) suivant différent de by et b, etc...

O La réunion de deux ensembles dénombrables est dénombrable. En effet, si ces deux ensembles
sont {an, N € N} et {b,, n € N}, on peut obtenir leur réunion de la fagon suivante :

i) ranger les éléments dans I'ordre ao, b, a, by, ..., @n, by, ...

i) éliminer de la liste les éléments identiques (I'un des b; peut en effet étre egal a I'un des a;)
pour n'en garder qu'un exemplaire.

iii) énumérer la liste finale obtenue en désignant ses éléments par co, C1, Cz, ..., Cp, ...

EXEMPLES :
O 7Z est dénombrable. Il est en effet la réunion de N et de {— n, n € N*}. Or {~ n, n € N*} est

dénombrable au moyen de la bijectionp e N — —p — 1.
On peut aussi donner explicitement une bijection entre N et Z :

f N> Z
gsinestpair
n—
—nZ—lsi n est impair

O Le produit de deux ensembles dénombrables est denombrable. Montrons-le d'abord dans le cas
de W Il suffit d'‘énumérer ses éléments dans l'ordre suivant :

Co = (0, 0)

C1= (1, 0) Cy = (0, 1)

C3 = (2, 0) Cq = (1, 1) Cs = (0, 2)

c6=(3,0) cr=(2,1) cs=(1,2) Co = (0, 3)

Ci0 = (4, 0) C11 = (3, 1) Cip = (2, 2) Ciz = (1, 3) Ciy = (O, 4)

Co-ny2 = (N—1,0)  Chppyorr =(N—2,1) ... Con+y2-1 = (0, n—1)

Le cas géneral du produit {(an, bm), N € N, m € N} se montre exactement de la méme facon en
remplacant ci-dessus les couples (n, m) par (a,, by).
En particulier Q_est dénombrable. En effet Q* peut s'injecter dans N? au moyen d'une application

du type g — (p, q), ou p et g sont choisis sans facteur commun. De méme pour Q_.



A titre indicatif, voici une bijection curieuse entre Q** et N. On définit la fonction f de N dans
N* de la fagon suivante :
fO)=1letvV n>0,f(2n+1)="1(n), f(2n + 2) = f(n) + f(n + 1)
de sorte que les valeurs de f sont :
1,1,2,1,3,2,3,1,4,3,5,2,5,3,4,1,5,4,7,3,8 ...
™ ™
nn+l 2n+1 2n+2
Les valeurs successives de _f(n) sont :
f(n+1)
1,132,1435253
1l 2! 2! 3! 2! 3! 3! 4! 3! 5! 2! 5! 3! 4! 4! e
On montre® que tous les rationnels positifs apparaissent une fois et une seule dans cette liste, de

sorte que l'application n — f(Jr]:E)T) forme une bijection de N dans Q**.

La suite précédente peut également étre générée par la suite récurrence suivante® :
Xo=1

Vv n20, Xpe1 = 0(Xn) avec o(x) = , 0U | x| désigne la partie entiere de x.

1
1+2[x]—x

2- Probabilité sur un espace dénombrable

Q est I'ensemble des résultats possibles d'une épreuve aléatoire. La situation ou Q est dénombrable
se rencontre lorsque ces résultats peuvent étre en nombre infini et peuvent étre énumérés. On peut
également choisir un tel Q infini dénombrable lorsque le nombre de résultats d'une expérience
aléatoire est fini, mais borné par un nombre indéterminé. Les ensembles finis ou dénombrables sont
appelés ensembles discrets.

EXEMPLES :
O Lancer une piéce jusqu'a ce qu'il apparaisse P(ile). Au choix, ou bien Q = {F'P |n € N} ot F"
désigne un suite de n F(aces) ; ou bien directement QQ = WN™* si on considére le résultat comme le

nombre de lancers. Si on envisage la possibilité que Pile n‘apparaisse jamais, on ajoutera un élément
supplémentaire pour cette éventualité, de sorte que Q = {F"P | n € N} U {F*} ou bien directement

Q= N* U {0}

O Compter le nombre de voitures passant au péage de I'autoroute a Fontainebleau entre le 30 Juillet
OhetlelAolt24h. Q=N.

Q) Prendre un épi de blé et compter le nombre de grains. Q = N.

O Se promener aléatoirement sur un axe de la fagon suivante :
i) On lance une piéce déterminant le sens du déplacement. Si elle tombe sur Pile, on avance d'une
unité, sinon on recule d'une unité.

L'N. Calkin, H. S. Wilf, Recounting the rationals, 107:4, Amer. Math. Monthly, (avril 2000), 360-363
2 Aimeric Malter, Dierk Schleicher, Don Zagler, New looks at old number theory, American Math. Monthly, 128, n°3
(mars 2013), 243-264
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ii) On relance la piece pour déecider si on poursuit le mouvement. Si elle tombe sur Pile, on s'arréte.
Sinon on recommence a I'étape i).
Le résultat de I'épreuve est l'abscisse obtenue, lorqu'on s'arréte. QQ = Z. On peut montrer que

I'éventualité d'un mouvement se poursuivant indéfiniment est nulle. Si on souhaite néanmoins
envisager cette possibilite, on ajoutera a Q les deux éléments +oo et —oo.

DEFINITION
On appelle événement une partie A de Q. L'ensemble des événements est ici I'ensemble des parties

de Q, noté AQ).

EXEMPLES :

O Lancer une piece et obtenir Pile pour la premiere fois entre le 15eme et le 20eme lancer. Suivant
I'univers Q choisi, ou bien A = {F"P | 15 < n < 20} ; ou bien A = {15, 16, 17, 18, 19, 20}

O Compter entre 10 000 et 20 000 voitures au péage de Fontainebleau.
A={n e N|10000 <n< 20 000}.

O Compter plus de 30 grains de blé sur un épi. A={n € N'| n > 30}.
O Terminer la promenade aléatoire sur I'axe avec une abscisse positive ou nulle. A = N.

L'événement A est réalisé si l'issue de I'épreuve appartient a A. En reprenant les exemples ci-dessus,
donnons des exemples d'épreuves en indiquant respectivement si I'événement A est réalisé :

FFFFFFP A non réalisé
16.258 voitures A réalisé
59 grains de blé A réalisé
abcisse = -5 A non réalisé

Q s'appelle événement certain. & est appelé événement impossible. Un événement élémentaire
est constitué d'un singleton {®}, ® € Q. Si AnB =, on dit que les événements A et B sont
incompatibles. A° (complémentaire de A dgns Q) s'appelle I'événement contraire de A.

On peut définir une probabilité sur Q a partir de la probabilité des événements élémentaires. Pour
tout a, élément de Q, on pose P({an}) = pn, OU p, est un élément de [0, 1]. Pour toute partie A de Q,
on pose :

P(A) = 2. Pn =2 Pnla(an)
ntelquea, € A n=0
ou 14 est la fonction indicatrice de la partie A, définie comme suit :
In: Q> {0, 1}
[ 1sixe A
X2l osixeA
On notera que, A pouvant contenir une infinite d'éléments, P(A) est défini a priori par la somme
d'une série et non par une somme finie. Par ailleurs, cette somme de série a termes positifs ou nuls
ne dépend pas de I'ordre dans lequel on somme ses éléments, ce qui signifie que la fagon dont on a
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numéroté les éléments de Q est sans importance. (Voir la notion de famille sommable dans le
chapitre L2/SERIES.PDF).

La probabilite de I'événement certain doit étre égale a 1. Par conséquent, les p, doivent étre de

o0
somme égaleal: > p,=1.
n=0

EXEMPLES :
O On lance une piéce équilibrée jusqu'a obtenir Pile. Le résultat est le nombre de lancers. On a donc
comme ensemble Q = N*, ou méme N* U {0} si on envisage la possibilité de ne jamais tomber

sur Pile. On pose alors, pour n variant élément de N* :

1
pn:?
Ps =0

La valeur de p., est nécessairement nulle. En effet :
— _ *C\ — *\ — - 1 — —
P = P({0}) = P(N*") =1 - P(N’ )—1—%?—1—1—0
n=

La probabilité que Pile arrive au bout d'un nombre pair de coups (événement A) est :
< -1_1 1 1

PA = = —_— ==
( ) n=1p2n ng‘:‘L4n 41_1 3
4

3- Cas général
Si Q n'est pas dénombrable (par exemple Q = R ou R?), on ne peut définir une probabilité sur © de

la facon précédente. Il est méme en général exclu qu'on puisse définir une probabilité sur n'importe
quelle partie A de Q tant ces parties peuvent étre compliquées (comment décrire une partie générale

de R ?). Pour ce faire, on limite les événements A a décrire non pas Q) tout entier, mais
seulement une famille particuliere T de parties de Q. On souhaite que cette famille vérifie les
propriétés suivantes :

NQed

i) Si A e T, alors A° aussi

iii) Si (An)ney €St une famille dénombrable d'‘éléments de T, alors g A, aussi.
On dit que Test une tribu. On a alors également :

ivyTeT

v) Si (Ay) est une famille finie d'éléments de T, alors \U A, aussi.

vi) Si (An) est une famille finie ou dénombrable d'éléments de T, alors (M A, aussi.
En effet :

iv) résulte directement de ii) en prenant A = Q.
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V) résulte de iii) en adjoignant a la famille finie une infinité dénombrable de parties vides.
vi) résulte de iii) ou v) en appliquant ii), le complémentaire d'une réunion étant une intersection, et
le complémentaire du complémentaire redonnant I'ensemble lui-méme :

m An = (U AnC)C
n n

Bref, l'ensemble des événements est stable par les opérations suivantes : passage au
complémentaire, réunion finie ou dénombrable, intersection finie ou dénombrable.

EXEMPLES :
Q Si Q =R, on prend pour T la tribu engendrée par les intervalles, i.e. la plus petite famille

contenant les intervalles et vérifiant les propriétés ii) et iii) sans qu'on cherche davantage a décrire
cette famille.

O Un exemple encore moins simple est donné par le lancer successif d'une piece jusqu'a ce qu'un
certain événement soit observé. En pratique, la piece est lancée un nombre fini de fois, mais ce
nombre n'est peut-étre pas borné. Aussi est-il commode de prendre Q = {0, 1} (ensemble des

suites de 0 ou 1, ou 0 symbolise un lancer Pile et 1 un lancer Face), dont on peut montrer qu'il est
non dénombrable. On prendra comme événement au moins tout ce qui dépend d'un nombre fini de
lancers, a savoir toute partie A de Q pour laquelle il existe un entier n et une partie B < {0, 1}" tels
que A = {(Xken» (Xken € B}. Dans ce cas, I'évenement est le fait que les n premiers lancers, n

étant donné, vérifient une certaine propriété caractérisée par une partie B donnée. On prend alors
pour T. la plus petite tribu contenant ces événements. On peut montrer que 7. est différent de Q)

et qu'il est possible de définir une probabilité sur . correspondant & la modélisation attendue d'un
lancer de piéces, mais qu'il n'est pas possible d'étendre cette probabilité a Q). On ne précisera pas
davantage & quoi peut ressembler ..

DEFINITION
Soit Q un ensemble quelconque muni d'une tribu I. On dit que P est une probabilité sur (Q, Ij si
P est une application de Tdans [0, 1] telle que :

def-i) P(QQ) =1

def-ii) Si (An)ney et une famille d'éléments de T incompatibles (événements disjoints deux a

deux), alors : P(COJO A) =3 P(A)
n= n=0
(Q, T, P) s'appelle alors espace probabilisé.

Dans ii), on accepte de prendre des réunions dénombrables car se limiter a des réunions finies est
trop restrictif, comme le montre les propriétés v) et vi) du paragraphe suivant. Le cas infini
dénombrable est également nécessaire pour retrouver la définition par somme des probabilités des
événements élémentaires dans le cas ou Q est dénombrable. En effet, si on note Q = {a,, n € N}, et

si on pose p, = P({an}), alors :



A= \J {a} union disjointe éventuellement infinie dénombrable
ntel quea, € A

donc P(A)= YPHap= > pn comme on I'a vu dans le § 1.2.

ntel queay € A ntelquea, € A

Voici un exemple de probabilité sur un ensemble non dénombrable.

EXEMPLE :
0 On prend Q = [0, 1]. On peut montrer qu'il existe une tribu T contenant tous les intervalles et une

probabilité P définie sur Ttelle que :

V (a,b) € Q2 P([a,b]) =b-a
On remarque que, pour a = b, P({a}) = 0 et que P ne peut étre définie point par point, comme dans
le cas dénombrable. P est la loi de probabilité uniforme sur [0, 1].

4- Propriétés des probabilités
On retrouve ci-dessous des propriétés vues en premiere année dans le cas fini. D'autres sont
nouvelles.
PROPOSITION :
() P()=0
def-ii bis) Si (AW)1<k<n €st une famille finie d'éléments de Tincompatibles, alors :

P(kcf An) = Zn: P(An)
= k=1

(if) Pour tout événement A et B, P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A n B). En particulier :
P(A U B) < P(A) U P(B)

(iii) Pour tout événement A, P(A%) =1 - P(A)

(iv) Pour tout événement A et B tel que A soit inclus dans B, on a :
P(A) < P(B) et P(B — A) = P(B) — P(A)

(v) Pour toute suite croissante (An)neyg d'€veénements (i.e. Ay < Ans1),0na:

P(U Ap) = lim P(A))
n=0 n—o0
(vi) Pour toute suite décroissante (An)ney d'événements (i.e. Ansy < Ap), Ona:
P(M An) = lim P(A))
n=0 n—o0

(vii) Pour toute suite quelconque (An)ney d'éveénements :

P(C’% A) <Y P(A) (propriété de sous-additivité)
n= n=0

Démonstration :
Q (i) : Appliquer def-ii) avec les A, tous égaux a <.



Q def-ii bis) : Appliquer def-ii en complétant la famille finie par une infinité dénombrable
d'ensembles vides.

Q (ii) : Pour tout événement A et B, incompatibles ou non, on a :
AuB=BU(A-B)
A=(AnB)U(A-B)
et les unions des membres de droites sont disjointes. D'ou :
P(A uB)=P(B) + P(A-B)
P(A) =P(AnB) + P(A-B)
Le résultat s'en déduit en retranchant membre a membre.

Q (iii) : Q = A U A° et cette union est disjointe. D'ou :
1=P(Q) =P(A) + P(A°)

Q (iv) : Si Aestinclus dans B, alors B = A U (B — A), union disjointe, d'ou :
P(B) =P(A) + P(B-A)
et P(B — A) est positif ou nul.

Q (v) : Posons A = UO Anet By =Ag, Bh=A,— A pourn>1 Alors,ona A= Uo B,. En effet,
n= n=

soit x élément de \U B,. Alors x est élément d'un des B,,, donc de A,, donc est élément de A.

n=0
Inversement, si x est élément de A, alors soit n le plus petit indice tel que x appartienne a A,. x n'est
donc pas dans A, . X est alors dans By, donc dans leur réunion. De plus, les B, sont deux a deux

incompatibles puisque, sik<n, B c Akc Apa10rByn A1 = donc B, n By =J.
n
On montre de méme que A, = kk_é By, union disjointe.

Ainsi, I'image ci-dessous peut-étre vue comme représentant une suite croissante de disques An, ou
bien un disque central B, entouré de couronnes disjointes successives By,.

On aalors:

P(A) = P(Lé Bn) = > P(By) car I'union est disjointe
n= n=0

n n
= lim Y, P(By) = lim P(\UBy) = lim P(A)
N—»00 k=0 n—oo k=0 n—o0



Q (vi) : Il n'est pas difficile de voir que si (An)ney €St Une suite décroissante, alors (Ax‘)ney St UNE
suite croissante. Posons A = né An.Ona:
P(A) =1-P(A")
=1-P(Q) AY)
=1-P(J AY)
=1- lim P(A.) d'apres v)

N—o0

= lim 1-P(A)
N—»00

= lim P(A))
nN—o0

0 n
Q (vii) : Ici, la série > P(A,) peut diverger, auquel cas > P(A,) = +oo. La suite B, = H Ay est
n=0 =

croissante, et UO B, = UO A,. Donc :
n= n=
[e's} 0 n
P(U A) =P(UBy) = lim P(B,) = lim P(\U Ay
n=0 n=0 N—oo N—oo k=0
n n-1
Mais P(kk_{ Ay < P(kK_J0 Ay) + P(Ay) en utilisant la propriété P(A U B) < P(A) + P(B) vue en ii), et

n n 0
par récurrence, P(By) = P(H A < D P(AW) < X P(Ay). Donc, en passant a la limite :
= k=0

n=0
P(L_) A <D P(A))
n=0 n=0
EXEMPLES :

QO Soit une piece truquée ayant la probabilité p € [0, 1] de tomber sur Pile. On considére une
expérience aléatoire consistant a lancer la piece jusqu'a obtenir Pile, ou a la lancer indéfiniment s'il
n'y a que des Faces qui apparaissent. Soit A, I'événement : Pile apparait au-dela du n-eme lancer ou
bien n'apparait jamais. A, est aussi I'événement : les n premiers lancers sont des Faces. On a :

P(An) = (1-p)’

Ani1 < An

o0
L'événement A = (‘3 A, est I'evénement : Pile n'apparait jamais. C'est aussi I'événement : on tire
n=

indéfiniment des Faces. Comme la suite des événements (A,) décroit, on a, d'apres (vi) :
L L n_| 0sip>0
P(A) nIE;nOOP(An) nlﬁ;noo(l p) |: 1 si p= 0
Si p =0, on ne sera guére surpris de voir que la probabilité de ne tirer que des Faces est 1. Dans le
cas contraire, si p > 0, aussi petit soit-il, la probabilitt que A se produise est nulle.
Conceptuellement, A est un événement envisageable (il est différent de &J), mais sa probabilité est
nulle. On dit que A est presque sGrement impossible. Son événement contraire, consistant a
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obtenir un moment ou un autre un Pile, et qui est de probabilité 1, est dit presque sGrement
certain.

QO L'exemple qui suit généralise I'exemple précedent, mais releve d'une abstraction plus grande. Soit
Q ={(Xn)n=1| ¥V N, Xp =P ou X, =F} l'univers correspondant au lancer indéfiniment d'une piece
équilibrée. Montrons que la probabilité de tirer une suite stationnaire (i.e. a partir d'un certain rang
on ne tire que des P ou bien on ne tire que des F) est nulle.

Pourtouti>m=>1, soit Aim={(X)n=2 | VK e [m,i]l,xkx=PouVke[[mi]l,x=F} Ainest
I'ensemble des suites de lancers telles que les lancers compris entre le m-éme et le i-eme sont
tous des P ou bien tous des F. Les autres lancers sont quelconques. Donc le calcul de P(Ain) ne
fait intervenir que les lancers entre le m-eme et le i-eme et :
1 1
P(Aim):ZXW:Em

Pour tout m > 1, soit Ap = {(Xn)n=1 | V kK=m, Xk =P ou V k> m, xc = F}. A est I'ensemble des
suites de lancers telles que tous les lancers a partir du m-eme sont identiques. On a :

An = Ajn intersection décroissante car Air1m < Aim
I=m
donc, d'aprés (vi), P(An) = lim P(Aiy) =0
>0

Soit A ={(Xn)nz2 | I M, Vk>m, xx =P ouV k>m, xx =F}. A est I'ensemble des suites
stationnaires.

A=U A, union croissante car Ay < An+1

m=1

donc, d'aprés (v), P(A) = lim P(A,) =0
m—oo

O Soient A et B deux événements presque slrement certains, alors A N B est aussi un événement
presque certain. En effet :

1>P(AuB)=P(A) +P(B)-P(ANB)
=2-P(ANB) puisque P(A) =P(B) =1

donc P(AnB)>1doncP(AnB)=1
On peut aussi écrire :

P((A ~ B)°) = P(A®° U B) < P(A%) + P(B%) = 0

5- Probabilités conditionnelles

On rappelle rapidement les notions vues en premiére année, en les généralisant éventuellement au
cas général :

DEFINITION
Soit B un événement de probabilité non nul, d'un espace probabilisé (2, T, P). On définit la loi de
probabilité sachant B (ou conditionnelle par rapport a B) par :

Ps: T — [0, 1]

Aa%%ﬁﬂ%%@

On la note aussi P(A | B)
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On a donc P(A n B) = P(B) x Pg(A) (formule des probabilités composées). Dans le cas ou
P(B) =0, on peut donner a I'égalité précédente la signification 0 = 0 méme si Pg(A) n'est pas
définie, car P(A n B) < P(B) donc on a aussi P(A n B) =0.

Pg est une loi de probabilité. En effet :
i) Pg est définie sur Ta valeurs dans [0, 1] car, puisque A N B = B, P(A N B) < P(B).

i) PB(Q)zﬂ%(Tm)B):10aerB=B

iii) Si les (An)neyg SONt deux a deux incompatibles, alors les A, N B le sont également et l'on a :

o P(JA)NB) P (ANB))
PB(nEJo An) = P(B) - P(B)
S P(As B)
n=0 ©
STTRE) & e

DEFINITION
Soit | une famille finie ou dénombrable. (A))ic; forme un systeme complet d'événements si et
seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées :
NViel, Ajzd
ii)Viij,AiﬁAj:@
i) Q = U| A
le

Du point de vue ensembliste, (Aj)ic; forme une partition de Q.

PROPOSITION (formule des probabilités totales)
Soit (Aj)ici Un systéme complet d'événements d'un espace probabilisé (©, T, P) tels que, pour tout i,
P(Ai) > 0, et B un autre événement de cet espace. Alors :

P(B) = 2. P(A) x P,(B)
iel
Démonstration :
O (A)ic formant un systeme complet d'événements, on a :
Q= UI Aj union disjointe finie ou dénombrable
le

D'od  P(B) = P(Q ~ B)
=P((UA) N B)

= P(_UI (AinB)) cette union étant disjointe
=> P(A N B)

iel

=2 P(A) x Pa(B)

iel
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La formule reste valide pour une famille quelconque (Aj)ici d'événements deux a deux
incompatibles (toujours avec | fini ou dénombrable) a condition que > P(Aj) = 1. Il suffit, dans la

iel
démonstration précédente de vérifier qu'on a toujours P(Q n B) = P((_UI Ai)) n B). Soit D
le

I'événement contraire de UI Ai.OnaQ= UI A; L D (union disjointe), donc :
le le

P(©) = 2. P(A)) + P(D)

iel
donc P(D) =0 et a fortiori P(D m B) =0, donc on a bien :
P(QNB)= P((_uI A)NB)+P(DnNB)= P((_UI Ai)) N B)
le le

On déduit de la formule des probabilités totales la formule suivante :

PROPOSITION (Formule de Bayes)
Soit (Aj)ici Un systéme complet d'événements d'un espace probabilisé (©, T, P) tels que, pour tout i,
P(Aj) > 0, et B un autre événement de cet espace tel que P(B) > 0. Alors :

) =PBNA)__PIA) < Pa(B)
Pe(Ai) = PB) X P(A;)) x PAJ-(B)

EXEMPLE :
Q Pour tout n > 1, on considére une urne U, contenant une boule blanche et n — 1 boules noires. On

choisit une urne au hasard, I'urne n étant choisie avec la probabilité % (n est par exemple le nombre

de lancers d'une piece a effectuer pour obtenir Pile). L'événement A, est réalisé si l'urne U, est
choisie. Puis on tire au hasard une boule dans I'urne choisie. L'événement B est réalisé si on tire une
boule blanche. Ayant realisé successivement ces deux choix, un expérimentateur annonce qu'il a
effectivement tiré une boule blanche. On demande la probabilité qu'il ait choisi I'urne U;.

Onaici P (B) = % pour tout n, donc :

P(B) = X P(A) x Pa(B) = X 5=~ In) = )

n=1

_P(A) Pa,(B) _1 1 _ 1
Donc Pg(A1) —TB)]'—EX 1xm-2|n(2)~0,72

Voici ci-dessous une simulation en Python permettant de tester ce résultat :

On lance une piece jusqu'a ce
qu'elle tombe sur Pile.

Soit n le nombre de lancers.

On tire alors une boule dans une
urne contenant n boules dont une

$ o o o o
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seule blanche. On cherche la
probabilité de tirer une boule blanche,
ainsi que, une boule blanche étant
tirée, la probabilité qu'elle
provienne de la premiere urne.

$ o o e

import numpy as np

# Simulation d'un lancer de piece.
# Pour tout entier n,
# np.random.randint (n) donne un nombre
# aléatoire entre 0 et n-1 compris
# selon une loi uniforme.
def piece():
return (np.random.randint (2))

# On lance la piece jusqgu'a tomber
# sur Pile (= 1)
def lancePiece():
n=1
while piece()<>1:
n+=1
return (n)

# Simulation d'un tirage d'urne ayant
# n boules. On peut convenir que la
# boule blanche est la boule n°0
def urne(n):
return (np.random.randint (n))

# N = nombre de tirages

# A = nombre de fois ou l'urne 0 est choisie
# B = nombre de boules blanches tirées

# AB = nombre de fois ou l'urne 0 est

# choisie et ou la boule blanche est
# choisie
def simule(N) :
B=0
A=0
AB=0
for i in range(N) :
n=lancePiece ()
m=urne (n)
if n==1:
A+=1
if m==0:
B+=1
AB+=1
elif m==0:
B+=1
pB=float (B) /N # conversion de l'entier B
# en flottant car le
# comportement de / différe
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# suivant les versions de
# Python

pA=float (A) /N

pAsachantB=float (AB) /B

print ("proba de tirer la blanche = "+str (pB))
# proba théorique : 1n(2)
print ("proba de tirer 1l'urne 0 = "+str (phA))

# proba théorique : 1/2
print ("proba de tirer 1l'urne 0 sachant gqu'on a tiré 1la
blanche = "+str (pAsachantB))
# proba théorique : 1/(21n(2))
# Exécuter simule (N) avec la valeur N de son choix.

DEFINITION

Une famille finie ou dénombrable d'événements (Ajici sont indépendants si, pour toute sous-
famille de p evénements A , Ai,, ..., Aip (les indices iy, ..., ip étant distincts), on a :

P(Ail M Aiz MM Aip) = P(Ail)P(Aiz)---P(Aip)
Si A et B sont indépendants, on a Pg(A) = P(A).

Un exemple typique de famille dénombrable d'événements indépendants est donné par le lancer
d'une piece indéfiniment, avec A, I'événement "le n-eme tirage est Pile". 1l en est de méme pour le
lancer de dés.

EXEMPLE :

O Voici un probleme historique, proposé par Huygens dans son De ratiociniis in ludo aleae (1657),
Proposition XIV. Nous sommes dans les débuts du développement d'une théorie des probabilités :
"Si un autre joueur et moi jettent tour a tour deux dés a condition que j'aurai gagné dés que j'aurai
jeté 7 points et lui dés qu'il en aura jeté 6, tandis que je lui laisse le premier coup, trouver le
rapport de ma chance a la sienne".

Version moderne : deux joueurs lancent a tour de réle deux dés. Le premier joueur gagne s'il obtient
une somme égale a 6 et le deuxieme s'il obtient une somme égale a 7, sinon le joueur suivant relance
les dés. Trouver la probabilité de gain de chacun.

Il'y a une probabilité de de tirer une somme égale & 6 avec deux des, et une probabilité de i de

tirer une somme égale a 7 (rev0|r au besoin de loi de la variable aléatoire égale a la somme de deux
dés dans le chapitre L1/PROBA1.PDF).

Le premier joueur gagne au bout de 2n + 1 lancers avec une probabilité (31 30y 5

363 6) , correspondant
a une suite de tirages xyxy...xy6, ou X = 6, y # 7 et ou xy apparait n fois. On obtlent la probabilité
précédente en supposant que les tirages sont indépendants et donc que :

P({xyxy...xy6}) = P{x})PHYHPE{x}HPHY})...P{X}HPHy}HP({6})

5_31 6 _30
avec P({x}) = 1736 36etP({ vy} = 1736 T

La probabilité de gain du premier jour est donc :
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z (31 30 5_5 1 _ 180 _180_30
36 36 36 36 31 30 1296 -930 366 61
~36 36

31 30 316

36 (36 “36) 36

Le deuxiéme joueur gagne au bout de 2n + 2 lancers avec une probabilité ==
30 31
36 36

On remarque que la somme des deux probabilités vaut 1, égale a la probabilité que la partie s'arréte
sur le gain de I'un ou l'autre joueur. La probabilité que la partie dure indéfiniment est donc nulle.

31,06 _31 6 30_31

probabllltedegamestdoncZ 36 36 5 61 61

Il : Variables aléatoires

1- Définition
Soit (Q, I, P) un espace probabilisé et X une fonction de Q dans R. On se limitera dans la suite au

cas ou X prend un nombre fini ou dénombrable de valeurs. Soit x élément de X(Q2). On note
{X =x} l'ensemble {® € Q, X(w) = x} = X }({x}). C'est une partie de Q. On pourra en donner la

probabilité si cette partie est un élément de la tribu T. D'ou la définition :

DEFINITION
On appelle variable aléatoire discréte définie sur un espace probabilisé (©2, Z, P) une fonction X
de Q2 dans R telle que X(Q) est fini ou dénombrable, et telle que I'image réciproque par X de tout

élement de X(Q) est élément de la tribu T
On note P(X = x) ou Px({x}) la quantité P{o € Q, X(w) = x}) = P(X*({x})), et d'une maniére

générale, si A est une partie de X(€2), on note P(X € A) ou Px(A) la quantité :
P € Q, X(0) € A}) = P(X(A))

Px s'appelle la loi de X.

EXEMPLE :
QO Soit Q = N et P définie par P({n}) = Z%I Soit X Il'application qui a n associe son chiffre des

unités. Quelle est la loi de X ? X prend ses valeurs dans {0, 1, 2, ..., 9} et, pour k dans cet ensemble,
ona:

1 o1 1 1
Px({k}) = Z P{10n +k}) = Z 210n+k+1 k+1 > ~10n = W 1
n=0

1-7m

9
On peut vérifier que Y Px({k}) = 1.
k=0

PROPOSITION
Px est une loi de probabilité sur X(€2) muni de la tribu de I'ensemble de ses parties.
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Démonstration :

Q 1l est clair que Px est a valeurs dans [0, 1].

On a Px(X(Q)) = P(X 1(X(Q)) = P(Q) = 1.

Par ailleurs, soit (An)neyx Une famille d'événements incompatibles sur X(€2). Alors :

Px(® A= P(x—l(CJ An)
n=0 n=0
Or x*l(Lé An) =\ XY(A,). En effet :
n= n=|
o e x—l(COJ A
n=0

X(w) € Q A,

an, X(w) € An
dn, e Xfl(An)

oel XA
n=|

gt 000

P An) = P(L X H(A)

Les A, étant deux a deux incompatibles, il en est de méme des X *(A,). En effet, pour n différent de
m:

o e XHA) N XA < X() € AvnAn=D  impossible
Donc :

P A = T POXH(A) = 3 Px(A)

On a défini la loi de X a partir de la loi de probabilité sur Q. Il existe une réciproque que nous
admettrons. On peut se donner a priori la loi de X et en déduire une loi de probabilité P sur Q de
facon que X soit une variable aléatoire discréte dont la loi se déduit de P. Plus précisément, si X
prend ses valeurs dans {x,, n € I}, | étant fini ou dénombrable et les x, étant distincts et si (p,) est

telle que Y. pn = 1, alors il existe une probabilité sur Q telle que P(X = x,) = py.

nel
Comme nous le verrons, dans la plupart des cas, on a rarement besoin d'expliciter Q et P. On
raisonne directement sur Px.

2- Loi de Poisson, convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson

Considérons la situation suivante, pendant un intervalle de temps [0, T] :

e Des personnes arrivent I'une apres l'autre devant un guichet. La variable aléatoire X est le nombre
de personnes qui arrivent dans l'intervalle de temps [0, T].

e Un détecteur de particules élémentaires compte le nombre X de particules lors d'une mesure se
déroulant pendant I'intervalle de temps [0, T].

e Un appareil est susceptible de subir de interventions ou des réparations, suite a des pannes ou des
anomalies de fonctionnement. Pendant l'intervalle de temps [0, T], on compte le nombre X
d'interventions.
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Dans chaque cas, on s'intéresse a la loi de X. Nous dirons qu'un phénoméne est observé dans
I'intervalle de temps [ty, t2] si une personne arrive au guichet pendant cet intervalle de temps, ou si
une particule est détectée, ou si une anomalie de fonctionnement de l'appareil survient. Nous
supposerons que la probabilité qu'un phénomene soit observé pendant l'intervalle de temps [ty, t,] ne
dépend que de la longueur t, — t; de l'intervalle et est indépendant de ce qui se passe avant t; ou
apres t,. Cette hypothése suppose une régularité des phénomenes au cours du temps (pas d'heure de
pointe, pas de mémoire de la durée de vie passée dans le cas de particule radioactive, pas d'usure de
la machine augmentant le risque de panne au cours du temps). Nous appellerons A le nombre moyen
de phénomeénes observés pendant l'intervalle de temps [0, T].

Divisons [0, T] en n = 100 intervalles de longueur égale [t;, ti+1]. n est choisi assez grand de facon
qu'il soit trés peu probable que deux phénomenes soient observés dans le méme intervalle [t;, ti.1].
Ainsi, dans chacun des n intervalles, ou bien on observe un phénoméne, ou bien on n‘observe aucun
phénomene. Soit p, la probabilité commune d'observation d'un phénomeéne pendant l'intervalle de
temps [t;, ti«1] et X, le nombre d'événements observés pendant l'intervalle [0, T]. La loi de X, est

alors une loi binomiale @B(n, pn). L'hypothése de la loi binomiale repose sur le fait que deux
phénoménes ne peuvent se produire dans le méme intervalle [t ti+1], que la probabilité
d'observation d'un tel phénomene ne dépend pas dudit intervalle et que la survenue de deux
événements dans des intervalles distincts se fait de fagon indépendante. La premiére hypothese est
d'autant mieux verifiée que la longueur de l'intervalle est petite, et donc que n est grand. A la limite,
quand n tend vers +o0, p, vers 0 de fagon que np, (hombre moyen d'événements observés dans le cas
de X,) tende vers A (nombre moyen d'évenements observés dans le cas de X). Nous allons en
déduire une expression de P(X = k). Pour tout n :

P(Xn=k) = ( )pn (L-p)™

_nin-1)..(n-k+1)
k!

pnk (1- pn)nfk

= . g
_k_q npn—lpn)x(l—pn)nk

i A x (1 —p)™* car, pour tout i, np, — ipn — A

~

,N%xawmxm_@ma—pm

Par ailleurs :

exp((n — K)In(1 — pn)) = exp((n — K)(— pn + 0(Pn)) = eXP(~ A + 0(1)) — exp(-1)
A la limite, on trouve donc :

k
P(X=K) = e

k
k peut prendre maintenant des valeurs entiéres positives arbitraires. On reconnait d'ailleurs dans 7k“—

le terme général du développement en série entiére de e*. La somme des P(X = k) pour k variant de
0 a +oo et donc bien 1.
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La loi que nous venons de découvrir s'appelle loi de Poisson @X). Elle ne dépend que du paramétre

L. Nous avons également mis en évidence le théoreme suivant de convergence de la loi binomiale
vers la loi de Poisson.

PROPOSITION
Soit & > 0 et (X;,) une suite des variables aléatoires de loi binomiale @B(n, p,), ol (p,) st une suite

telle lim np,=A. Alors:
Nn—co

k
vkeN, lim P(X,=K) = e™*
N—00 k!

En pratique, on peut approximer la loi binomiale par la loi de Poisson des que p < 1—10 n > 30,

A =np<16.

EXEMPLE :

O Une usine fabrique 1000 piéces dont 3 % sont défectueuses. On en tire 100. Quelle est la

probabilité d'en avoir 5 défectueuses ?

Soit X le nombre de piéeces défectueuses.

e Si le tirage a lieu sans remise, X suit de fagon exacte une loi hypergéométrique (voir le chapitre
L1/PROBAL.PDF). La probabilité cherchée est :

(30) (970)
P(X =5) = 5(10ng ~0,1024
100
e Si les tirages se font avec remise, on a une loi binomiale (100,
P(X=5):
P(X=5)= (120) 0,03° x 0,97% ~ 0,1013

e 100 étant lui-méme élevé, p = 0.03 étant faible, et L = np = 3 étant raisonnable, on peut
approximer la loi binomiale par la loi de Poisson @3). D'oui une nouvelle évaluation :

5
P(X=5) = % 6% ~0,1008

3

, d'ou une évaluation de
100)

C'est évidemment cette derniére quantité qui est le plus facile a calculer. Avec deux chiffres
significatifs, le résultat obtenu est correct. Les deux autres décimales n'ont été données que pour
permettre d'apprécier la différence de précision entre les diverses lois.

Ci-dessous, on donne une représentation graphique en histogramme, avec n = 20 et p = 0.1, pour

0 <k <9. Les batons bleus représentent la répartition de la loi binomiale et les batons rouges ceux
de la loi de Poisson.
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3- Loi géométrique

Cette loi intervient dans les situations suivantes :

O On lance une piece jusqu'a ce qu'on tombe sur Pile. On cherche la loi du nombre de lancers.

0 On joue au loto jusqu'a ce gu'on gagne le gros lot. On cherche la loi du nombre de parties.

Q Plus généralement, on répéte la méme expérience de Bernoulli (a deux issues, échec ou succes),
jusgu'a obtenir un succes. On cherche la loi du nombre X d'expériences. X peut éventuellement
prendre la valeur +oo si le succes ne se produit jamais.

Soit p la probabilité d'un succes et 1 — p celle d'un échec. Alors :

Px({K}) =P(X=K)=(1-p)p
car il y a k — 1 échecs avant d'avoir un succes. k varie de 1 a +oo0. La somme des P(X = k) pour k
élément de N* vaut 1 si p appartient a ]0, 1[. Cela signifie aussi que P(X = «) = 0, et donc qu'il est
certain que le succes se produira au bout d'un temps fini (c'est encourageant pour les joueurs de loto)
mais peut-étre long (quelques dizaines de milliers d'années en moyenne pour le gros lot du joueur de
loto !).

Deux cas dégénérés peuvent étre considéreés :
p = 1. Alors X est la variable certaine égale a 1 (succes a la premiére expérience).
p = 0. Alors X est la variable certaine +o0. P(X = +00) = 1 (échec certain indéfiniment).

La loi géométrique caractérise les phénoménes sans mémoire et sans usure. Calculons d'abord
P(X >K).

PX>K)= 3 (1-p)"ip=(-pf

n=k+1
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Cette valeur se retrouve d'ailleurs directement en considérant que X > k signifie k échecs de suite.
On en tire ensuite les probabilités conditionnelles suivantes :

P(X>n+ket X>k)
PX>n+k|X>Kk)=

( | ) P(X > k)

P(X>n+Kk
= >n+ > >n+
P> K car X>n+ketX>ke X>n+k

BCE )
apr P
=P(X>n)

Ainsi, sachant que X est supérieur a k, la loi de X — k est la méme que la loi de X. Cela signifie donc
que l'on peut oublier les k premiéres expériences et recommencer a zéro ; la loi du nombre
d'expériences jusqu'au succes est inchangée. Cette régle est rarement connue, et contraire a
I'intuition courante. La plupart des gens pense que le fait de lancer un dé cing fois sans que le n° 6
sorte rend sa probabilité de sortie au coup suivant plus grande. Ou encore, le fait de jouer au loto
sans gagner depuis des semaines encourage certaines personnes a persévérer en pensant que cela va
bientét étre leur tour de gagner. 1l n'en est rien. Elles ont autant de chance de gagner ou de perdre
gu'avant, et cela indépendamment de leurs gains ou pertes passés.

Inversement, soit X une variable aléatoire sur N* veérifiant :
Vk>0,vn>0P(X>n+k|X>k)=P(X>n).
Montrons que X suit une loi géométrique. Ona:
_PX>n+ketX>k) _P(X>n+Kk)
PX>N = =50 P>
Donc P(X>n+Kk)=P(X>n)P(X>Kk)
En particulier :
PX>n+1)=P(X>n)P(X>1)

Posons p=P(X=1). D'ou P(X>1)=1-P(X=1)=1-p, et P(X > n) est une suite géométrique de
raison 1 —p. Comme P(X >0) =1, onadonc:
P(X>n) =(I-p)"
et PX=n)=P(X>n-N)-P(X>n)=(-p)" ' -(1-p)"=(0-p)""p
Ce qui prouve que X est bien de loi géométrique.

EXEMPLE :

O Un exemple de phénoméne sans mémoire se rencontre dans la désintégration des atomes
radioactifs. Il est expérimentalement constaté que, si on dispose a l'instant initial d'un nombre N
grand de radionucléides d'un certain type, il existe une constante A telle que, au bout d'un temps t
quelconque, il ne reste plus que Ne™ atomes non désintégrés. A est la proportion d'atomes qui se
désintéegre par unité de temps. Ce comportement peut s'interpréter par la modélisation suivante.
Considérons un intervalle de temps t tres court. La proportion d'atomes se désintégrant pendant la
durée t est At. Supposons donc qua chacun de ces intervalles de temps t successifs, le
radionucléide tire a pile ou face avec une probabilite p = At de se désintégrer. Soit X le nombre
d'intervalles de temps t au bout duquel il se desintégre. Si les tirages sont indépendants, i.e. si le
radionucléide est sans mémoire, X suit une loi géométrique de parameétre p. On a donc :

P(X>n)=(1-p)"
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Si t = nt, le nombre datomes qui ne se sont pas désintégrés au bout du temps t suit une loi

binomiale B(N, (1 — p)"), en supposant que la désintégration d'un atome est indépendante de celle

d'un autre, i.e. il n'y a pas de fission induite d'un atome a l'autre. Dans ce cas, I'espérance du nombre
d'atomes non désintégrés au bout du temps t est :
N(1-p)"=Nexp(nIn(1l-p))

Si on fait tendre n vers +oo, de sorte que t = % tend vers 0, ainsi que p = At = % alorsona:

N(1 - p)" = N exp(— np + no(p)) = N exp(— np + no(%)) =Nexp(-np +0(1)) » Ne ™

On retrouve la loi de décroissance initiale. Par ailleurs, nous verrons plus bas que I'espérance de X
est E(X) = % de sorte que la durée de vie moyenne d'un radionucléide est E(X)t = % = %

On rencontre, suivant les conventions adoptées, des variantes de la loi géométrique.

e On la définit parfois sur N par : P(X =k) = (1 —p)*p

e Lesrobles de petl- psontparfois inverseés.

Il convient donc de réfléchir a la situation proposée avant d'appliquer mécaniquement les résultats
de ce paragraphe.

4- Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles. On appelle fonction de répartition de X la fonction
Fx : R — [0, 1] définie par : Fx(t) = P(X <t).

PROPRIETES
(i) Fx est croissante

(i) lim Fx(t)=0
t—>—o0

(i) lim Fx(t) =1
t—

+00

Démonstration :
Q@)Sit<u,{oeQ X)) <t}c{owe Q, X(n) <u}donc:
Fx(t) = P(X <t) < P(X <u) = Fx(u)

Q (i) Il suffit de montrer que, pour tout suite (t,) décroissante vers —oo, on a lim Fx(t,) = 0
Nn—oo

(caractérisation séquentielle d'une limite). Pour cela, remarquons que les événements {X < t,} sont
décroissants pour l'inclusion et d'intersection vide. Donc :

0=P(Q) = P(ig X<t = lim POX< ) = Fx(t)

Q (i) 1l suffit de montrer que, pour tout suite (t,) croissante vers +oo, on a lim Fx(t,) = 1. Pour
n—oo

cela, remarquons que les evénements {X < t,} sont croissants pour l'inclusion et de réunion Q.
Donc :

1=P(Q) = P {X <t;}) = lim P(X <t,) = Fx(t:)
n=0 n—o0
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5- Couple de variables aléatoires

La notion de couple de variables aléatoires est identique a celle vue dans le cas fini, sauf que les
sommes qui interviennent peuvent étre des séries, voire des séries doubles.

X et 'Y étant des variables aléatoires discretes, on définit la loi conjointe du couple par la donnée des
PX=x,Y=y),xeX(),y € Y(Q). Les lois de X et de Y sont appelées lois marginales. On peut
déterminer les lois marginales a partir de la loi conjointe en utilisant le fait que I'événement {X = x}
est la réunion disjointe et finie ou dénombrable des événements {X =x, Y =y},y € Y(Q)) :

PX=x)= > PX=xY=Y)
yeY(Q)

de méme :

P(Y=y)= 2P(X=xY=y)
xeX(Q)
Mais la réciproque est fausse car {X = x, Y =y} = {X =x} n {Y =y} et d'une facon générale, on ne
peut retrouver P(A N B) a partir de P(A) et P(B), sauf si les événements sont indépendants.

Si pour tout x et tout y, les événements {X = x} et {Y = y} sont indépendants, on dit que les
variables aléatoires discrétes X et Y sont indépendantes. On a dans ce cas :
PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y)
et plus généralement, pour toute partie A incluse dans X(€2) et toute partie B incluse dans Y (), on
a:
P(X e A Y e B)=P(X € A) P(Y € B)
En effet, pour tout x, on a, en tenant compte du fait que I'événement {X = x, Y e B} est la réunion
disjointe des événements {X =x, Y =y} quand y parcourt B :

P(X=x,Y eB)= > PX=xY=Y)
yeB

= 2. P(X=x) P(Y =y)

yeB

=P(X=x)2 P(Y=Yy)

yeB

=P(X=x)P(Y € B)
puis, en tenant compte du fait que I'événement {X € A, Y e B} est la réunion disjointe des
événements {X = x, Y € B} quand x parcourt A :

P(Xe A Y eB)= YP(X=xY eB)

xeA

= Y P(X=x) P(Y € B)

xeA
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= (2. P(X=x)) P(Y € B)

xeA

=P(X e A) P(Y € B)

Si X et Y sont indépendantes, alors pour toute fonction f et g de R dans R, f(X) et g(Y) sont
indépendantes. En effet, Pour toute valeur u et v que peuvent prendre f(X) et g(Y), ona:
P(fX) =u, 9(Y) =v) = P(X e f(u), Y € g™'(v))
=P(X e fH(W) P(Y € g(v))
= P(f(X) = u) P(9(Y) =v)

EXEMPLE :
Q Pour (n, m) éléments de N2, soit P(X =n, Y =m) = ZM%I Déterminons C pour que I'on ait une
loi de probabilité et voyons si X et Y sont indépendantes.

Laloide XestP(X=n)= > 2,H%I:%etl'ona > P(X =n) =1siet seulement si c=1
m=0 n=0

>
A . _yv_.w C _C

De méme, IaImdeYestP(Y-m)—ZW-?.

n=0

OnabienP(X=n,Y=m)= 2n+1m+2 = 2,11+l Zn%ﬂ =P(X=n)P(Y =m)

Si les variables aléatoires ne sont pas indépendantes, on aura souvent recours a des probabilités
conditionnelles. En vertu de la relation P(X = x, Y =y) = P(Y =y | X = x) P(X = x), on peut
reconstituer la loi du couple si on connait la loi de X et toutes les valeurs de P(Y =y | X =Xx), i.e. la
loi conditionnelle de Y relativement a X.

EXEMPLE :
O On se donne deux réels A > 0 et p € ]0, 1[. Soit X de loi de Poisson de paramétre A et Y de loi

conditionnelle sachant que X = n de loi binomiale B(n, p) et Z = X — Y. Quelles sont les lois de Y et

Z ? Voici quelques cas ou I'on rencontre cette situation :

e X est le nombre de clients d'un grand magasin durant une journée donnée. A est le nombre moyen
de clients dans le magasin, Y est le nombre de clients visitant le rayon électroménager, p la
proportion de clients visitant ce rayon.

e X est le nombre de voitures arrivant a une station service durant une journée donnée, A est le
nombre moyen de voitures, Y est le nombre de clients qui achétent du diesel, Z ceux qui achetent
de I'essence, p la proportion de voitures qui achéte du diesel. (Cet exemple risque de devenir de
plus en plus obsoléte).

e X est le nombre de participants a un congrés, A le nombre moyen de participants, Y le nombre de
personnes qui s'inscrivent au repas, Z le nombre de ceux qui mangent par leur propre moyen, p la
proportion de personnes qui prend un repas.

Loi conjointe de (X, Y):
PXX=nY=k)=P(X=n)xP(Y =k|X=n)
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A (n .
=He”(k)pk(l—p) “

Cette quantité est nulle si k > n, et sinon se simplifie en

n

W ire P (-p)" Done:

P(Y =k) = zp(x—nv k) = zkl( )e’)‘pk(l p)™

k o n-k
— et (KkF:) nz_: (n7\, 3 (1-p)

On reconnait dans la somme le développement en série de exp(A(l — p)). Donc :

P(Y = k)—eﬂ—El v - (D) et
|

qui n'est autre qu'une loi de Poisson de parametre Ap. Nous verrons plus bas que I'espérance d'une

loi de Poisson de paramétre A est E(X) = A, et donc, en particulier, E(Y) = pA, ce qui, finalement est
bien naturel, puisque, dans la population X, une proportion p en moyenne forme la population Y.

Loi conjointe de (Y, 2) :
kn+k N +k k n
P(Y=k,Z=n)=P(X=n+k, Y=k) = e K p"(1-p)

(n+Kk)!
_AM K _ () g L =D))"
“nlk! erpil-p)= k! ¢ n! ¢
n
En sommant sur k, on obtient P(Z = n) = ﬁ&Ln—'EZL e@P |oi de Poisson de paramétre A(1 - p).

De plus, on constate que Y et Z sont indépendantes.
Réciproguement, on montre un peu plus bas que, si Y et Z sont deux variables aléatoires
indépendantes suivant une loi de Poisson de paramétre respectif Ap et A(1 — p), alors la loi

conditionnelle de Y sachant que Y + Z = n est la loi binomiale @B(n, p).

Si l'on dispose de n variables aléatoires X, ..., X, on dira qu'elles sont mutuellement
indépendantes si et seulement si pour tout (Xi, ..., Xn), les événements X = xq, ..., X = X, sont
indépendants. Il ne suffit pas que les variables aléatoires soient deux a deux indépendantes pour
I'étre mutuellement, pas plus qu'il ne suffit pas que des événements soient deux a deux indépendants
pour I'étre mutuellement.

EXEMPLE :

O On lance n dés. Pour 1 <i <n, X est le tirage du i-eme dé. Notons Y/, la parité de la somme des n
dés (Yn=X; +... + X;mod 2 = 0 si la somme est paire, 1 si la somme est impaire). (X, ..., Xp) sont
indépendants, mais (Xi, ..., X,, Yn) ne le sont pas puisque la valeur de Y, est imposée par celle de
X1, ..., Xi. Cependant, pour tout i < n, (Xj, Yy,) sont indépendants. Montrons-le pouri=n.Ona:

P(Yn=0, Xy =k) =P(Yn1=kmod 2, X, =k)
ou Y, 1=X;+...+ X1 mod 2, indépendant de X,
= P(Yn1 =kmod 2) P(X, =K)

Mais, pour tout k, P(Y,1 =k mod 2) = % = P(Y, = 0) (car pour chaque dé, il y a autant de chance de

tirer un nombre pair qu'un nombre impair, et il en sera de méme pour la somme). Donc :
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P(Yn =0, Xy = k) = P(Ys = 0) P(Xy = k)

PROPOSITION
Soit X de loi de Poisson @) et Y ) deux variables aléatoires indépendantes. Alors X + Y suit

une loi de Poisson @\ + p).

Ce résultat s'interpréte aussi concretement en considérant que X est le nombre de clients qui se
présenteront derriere un premier guichet pendant un intervalle de temps donné, avec une espérance
A, et que Y est le nombre de clients qui se présenteront derriere un deuxieme guichet pendant le
méme intervalle de temps. On fusionne les deux guichets en un seul, le nombre de clients étant
X + Y, avec un nombre moyen de clients de A + p.

Démonstration :

O PX+Y=n)=3 PX=k P(Y=n—k
k=0

- ALY —LL
S molr©
_1 e~ (n) Kk nk
n!e k;) K )

On reconnait le développement du bindme de Newton de (A + p)". Donc :

n
PX+Y)= Q‘_""HL g (1)
n!
ce qui est bien la loi cherchée.

On prouve de méme, par récurrence, que la somme de n variables aléatoires indépendantes suivant
des loi de Poisson de paramétre A4, ..., A, , suit une loi de Poisson de paramétre A; + ... +A,.

EXEMPLE :

O Soient Y et Z deux variables aléatoires indépendantes indépendantes suivant une loi de Poisson
de parameétre respectif Ap et A(1 — p) avec L > 0 et p € ]0, 1[. Quelle est la loi de Y sachant que
Y+Z=n?

D'aprés la proposition précédente, la loi de Y + Z est une loi de Poisson de paramétre
Ap+A(l—p)=A.Ona, pour0<k<n:

I:’(Y=k|Y+z=n)=|:’(Y=ketY+z=n)

P(Y +Z=n)
_P(¥=ketZ=n-Kk)
P(Y +Z=n)
-P(Y=KP(Z=n—-k) .
PCY +Z=n) par indépendance de Y et Z
- ei}‘p (}Lp)k ef}‘(]-*p) (K(l . p))nfk n!
kI (—KT e™ A
k n—k
:Eﬁl;EL |=(n) k _a\k
kontor k)P E=p)
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Il s'agit de la loi binomiale @B(n, p).

6- Espérance d'une variable aléatoire

L'espérance d'une variable aléatoire discréte se calcule comme dans le cas fini, mais le nombre de
valeurs prises par la variable peut étre infini dénombrable. Si X est a valeurs dans {x,, n € N}, on

dit que X est d'espérance finie si la série 2. x, P(X = x,) est absolument convergente et on pose :
DEFINITION DE L'ESPERANCE

EX) = 3 %) P(X = X,)
n=0

La raison pour laquelle on souhaite que la série X x, P(X = x,) soit absolument convergente est que,
dans ce cas, la famille (xn P(X = Xn))nex €St SOmmable (voir la notion de famille sommable dans le
chapitre L2/SERIES.PDF), et que la facon dont on a numéroté les valeurs que prend X est sans
importance. On peut permuter I'ordre de numérotation et donc prendre les images dans l'ordre que
I'on veut, sans changer la valeur de E(X).

Pour le calcul de E(f(X)), ou f est une fonction définie sur X(Q2), on dispose du théoreme du
transfert suivant :
THEOREME DE TRANSFERT
Si X est une variable aléatoire discréte et f une fonction définie sur X(Q2) = {x», n € N}, alors:
(i) f(X) est une variable aléatoire discrete.
(i) f(X) est d'espérance finie si et seulement si 2. f(x,) P(X = x,) est absolument convergente

etona E((X)) = 3 (x) P(X = o).
n=0

La démonstration utilise le théoreme de sommation par paquets des familles sommables, exposé
dans le chapitre L2/SERIES.PDF. Elle peut étre admise si le lecteur la juge trop technique.

Démonstration :

Q (i) : Montrons que f(X) est une variable aléatoire discréte, et profitons-en pour introduire des
notations que nous utiliserons dans la suite de la preuve du théoreme. X(Q) étant dénombrable (ou
méme fini), il en est de méme de f(X(Q2)). Soient yi, k € K, K fini ou dénombrable, les valeurs
distinctes prises par f(X). Chaque yx est I'image par f de valeurs xm« prises par X, m parcourant un
ensemble fini ou dénombrable. Pour chaque k de K, notons Ik I'ensemble des indices (m, k) des Xmk
et | la réunion (disjointe car les k sont distincts) des Ix. Les Xmk, (M, k) e I, sont toutes les valeurs
prises par X, et {Xmk, (M, k) € 1} = X(Q) ={X,, n € N}.

Vérifions que, pour tout Yy, f(X)(yi) est un élément de la tribu 7 des événements de Q. Ona:
fX) () = {o € Q, f(X(0)) = i}
={o € Q, X(o) € F(yJ}
={w e Q,3 (M, k) € Iy, X(®) = Xm}

= U {oeQ, X(®) = Xmk}
mk)el
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= U X{xnm
o {xmi})

X étant une variable aléatoire discréte, chaque partie X *({Xnc}) est élément de T, et I, étant un

ensemble fini ou dénombrable, la réunion finie ou dénombrable , kk)J X ({Xm}) est aussi un
m, €|k

élément de T,

Q (ii) < : Supposons que 2. f(x,) P(X = x,) soit absolument convergente, et donc que la famille
(f(xn) P(X = Xn))neyy SOit sommable. Puisque {Xmk, (M, K) € 1} = X(Q) = {Xn, N € N}, I'nypothese est

identique au fait que la famille (f(Xmk) P(X = Xmk))mk e €St Sommable. Le théoreme de sommation
par paquets permet alors d'écrire :

émmWM:m=§HWMWM=mo

mKel

=3 2| f0md] POX = Xmd)

keK (mKk)ely

= X Il POX = %m0

keK (mKk)ely

= 2yl ( X PX = xXm)

keK (mk)ely

= > |yl P(X € (y))

keK

= 3 [w| P(CX) = )
keK

ce qui prouve que Y, |yk| P(f(X) = y) est une quantité finie, et donc que f(X) est d'espérance finie.

keK

Le méme calcul, mené sans les valeurs absolue, conduit a :

éf(x”) P(X'=Xn) = kZKyk P(f(X) = yi) = E(f(X))

Q (i) = : Réciproquement, supposons que f(X) soit d'espérance finie, et donc que
3 |y PF(X) =yi) est fini. Avec les notations précédentes, pour chaque k, la famille
keK

(F(mi) POX = Xmi)m k<1, €St SOmmable puisque :
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> | f(xmi) | POX = Xmi) = | vi| PAOX) = i)

MKl

Posons Ty = Y. |f(xmk)| P(X = Xmk) = |yk| P(f(X) = yx). Par hypothése, la famille (Ty)kek, qui n'est
(mK)el

autre que la famille (|yk| P(f(X) = Yi))kek, €st sommable. Donc le théoréme de sommation par

paquets (dans le sens réciproque du précédent), permet de conclure que la famille

(| fme)| POX = Xmnk))miy<1 €St sommable, et donc que X f(xq) P(X = x,) est absolument convergente.

EXEMPLE :
Q Soit r un réel strictement positif. On lance une piéce équilibrée jusqu'a ce qu'elle tombe sur Pile.
Si on I'a lancé n fois, on gagne r" euros. Quelle est I'espérance de gain ?

Soit X le nombre de lancers. Pour toutn>1,onaP(X =n) = % Le gainestr.Ona:
0 00 n
E()= X" P(X=n)=Y >
n=1 n:l2
La série converge si et seulement si r < 2. Seulement dans ce cas, I'espérance de gain existe et vaut :
E(FX — L 1 — r
21_£ -r
2

Pour r > 2, I'espérance de gain est infinie.

La régle de transfert précédente s'applique également aux couples (X, Y) de variables aléatoires
discretes. On adapte le raisonnemment précédent en remplagant x, par les couples (., ym) de valeurs
prises par X et par Y, et nous nous bornerons a énoncer la conclusion. Soit f une fonction définie sur
X(Q) x Y(Q). f(X, Y) est une variable aléatoire discréte. Elle est d'espérance finie si et seulement si

la famille (f(Xn, Ym) P(X = Xn, Y = Ym))(n, mex? €St SOommable et :
EFCX, Y) = X (X Ym) POX=Xn, Y = Yim)

(n,m)e N2

On vérifie que la famille (f(Xa, Ym) P(X = Xn, Y = Ym))(n, m)en? €St SOmmable en montrant par exemple

que la somme double 3> 3 |[f(Xn, Ym)| POX = Xn, Y = yin) est finie.

n=0 m=0
On a également la propriété suivante :
PROPOSITION

Si Y est d'espérance finie et si | X| <Y, alors X est d'espérance finie.

Démonstration :
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Q Notons {x,, n € N} les valeurs prises par X et {y;, i I} celles prises par Y, | étant un ensemble
d'indices fini ou dénombrable. Pour tout entier n, on a:

|Xn| P(X=X,) =), |xn| P(X=Xn, Y =Vj)

iel

<D ViPX=xn, Y =)
iel
En effet, pour tout i, ou bien P(X = x,, Y = ;) = 0 et le terme correspondant n'a aucune contribution
dans la somme, ou bien P(X = X,, Y =y;) > 0, mais comme |X| > Y est impossible et est de

probabilité nulle, on a nécessairement | x,| < yi.
On prend ensuite une somme partielle. Pour tout N :

N N N
ngolxnl PX=x0) < 2 2 Vi PX =Xy, Y=y) =2 2 Vi P(X =Xy, Y = i)

n=0iel iel n=0

= zyl P(X c {Xo, ceny XN}, Y = yl}

iel

<2 Vi P(Y =yi} = E(Y)

iel
- N - - -
Les sommes partielles D’ |xn| P(X = x,) formant une suite croissante majorée, elles convergent et X
n=0

a une espérance finie.

PROPRIETES
Soient X et Y deux variables aléatoires ayant une espérance finie, on a :
(i) E(AX) = LE(X)
(i) E(X +Y) = E(X) + E(Y)
@[y X>0=E(X)>0
(iv) X <Y = E(X) < E(Y)
(v) Si X et Y sont indépendantes, alors E(XY) = E(X)E(Y).
(vi) Si X est a valeurs dans N, E(X) est defini si et seulement si 2 P(X > k) converge, et

dans ce cas, E(X) = > P(X > k).
k=1
Démonstration :
On note x, les valeurs prises par X et yn, celles prises par Y.
Q (i) : Si A =0, I'égalité est trivialement vérifiée. Sinon, on applique le théoréme de transfert avec

f(X) = AX. 2 Axn P(X = x,) est absolument convergente puisque X est d'espérance finie et :

E(LX) = EF(X)) = S F)P(X = %) = 3 AP(X = X)) = & 3 XaP(X = %) = AE(X)
n=0 n=0 n=0
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Q (ii) : On applique le théoreme de transfert en prenant f(X, Y) = X + Y. La famille
| £(%n, Ym)[) POX = Xn, Y = Yin)nmyene? €St SOmmable car, pour tout (n, m) :

|f(xn, ym)|) P(X=Xn Y =yp) < |xn + ym| P(X=Xn Y =VYn)
£(|xn|+|ym|) P(X=Xn Y =VYn)
£|xn| P(szn,Yzym)+|ym| P(X=Xn Y =VYn)

et que :
Y Xl POX= %0, Y =ym) = 2 X o] POX = %0, Y = yi)
(nm) eN2 n=0 m=0
= 2 [ %] (X PX =%, Y = ym)
n=0 m=0
=2 |Xn| P(X'=Xn)
n=0
et > |ym|P(X:Xn7Y:ym): Z|ym| P(Y = ym)
(n,m)eN2 m=0

quantités finies puisque X et Y sont d'espérance finie. On peut alors effectuer le méme calcul sans
les valeurs absolues :

EX+Y)=EFfX, Y)= > f(Xa, Yn)P(X =Xn, Y = Ym)

(n,m)e N2

= 2 (Xntym) PX=Xn, Y =yn)

(n,m)e N2

= Y X% PX=X, Y=VYn)+ DY PX=Xn, Y =Ym)

(n,m)e N2 (n,m)e N2

= 3 P(X= 1)+ 3y P(Y = yn)
= E(X) + E(Y)

Q (iii) : évident.

0 (iv) : Si X <Y, alors 0 < E(Y — X) = E(Y) — E(X).

QO (v) : On applique le théoreme de transfert a la fonction f(X, Y) = XY. La famille
|f(xn, ym)|) P(X'=Xn, Y = Ym)(nm)en? €St Sommable car, pour tout (n, m) :

|f(Xm ym)|) PX=Xn, Y =Y¥m) = |Xnym| P(X'=Xn, Y =Ym)
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= %ol ym| P(X = X0) PCY = yi) d'aprés l'indépendance de X et Y

que, pour tout n, (|Xa||ym| PCX = Xu) P(Y = Yin))meqy €5t Sommable de somme T, avec :

T §O|X”Hym| P(X =) P(Y = ym) = [ o] POX = x0) §O|Ym| P(Y = Yim)
m= m=

et que la famille (T,)ney €st sommable de somme (Y |xa| POX = %)) (22 |Ym| PCY = ym)).
n=0 m=0
On aalors :

E(XY) = E(f(X, Y)) = 2 f(Xn, Ym)P(X = Xq, Y = Yim)
=D XnYm P(X =Xy, Y = yp)

= 2 X POX=Xq) x 2 Ym P(Y = ym)
n=0 m=0

= E(X)E(Y)
Q (vi) : Considérons une somme partielle de E(X) = > n P(X = n) et transformons-Ila :
n=0
n n
> kPX=k) =X k(PX=k)-P(X=k+1))
k=0 k=0
n n
=> kPX=k) - > kP(X>k+1)
k=0 k=0
n n+l
=Y kPX=k)- > (k—1) P(X>Kk) en changeant d'indice
k=1 k=1
n
=> (k-(k-1)PX=k)—nP(X=n+1)
k=1
n
=2 PXzk)-nP(X=n+1)
k=1

n n
La relation obtenue, écrite sous la forme > P(X > k) = >k P(X = k) + n P(X > n + 1) peut aussi se
k=1 k=0

n
visualiser sous la disposition suivante : pour tout n, disposons la somme partielle >, P(X > k) en
k=1

colonne ;
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P(X > 1)

+P(X>2)

+P(X >3)

+ ..

+P(X>n)
=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+...+P(X=n)+P(X>n+1)
+ PX=2)+P(X=3)+..+P(X=n)+P(X>n+1)
+ P(X=3)+..+P(X=n)+P(X>n+1)
+.

+ P(X=n)+P(X>n+1)

On voit donc que :

T P(X 2 K) = P(X = 1) + 2P(X = 2) + 3P(X = 3) + ... + NP(X = ) + NP(X > n + 1)
k=1

n
=Y kP(X =Kk) + nP(X>n+ 1)
k=1
On laisse au lecteur le soin de Vérifier que cette égalité peut aussi se prouver par récurrence.
Supposons maintenant que E(X) soit déefini, i.e. que 2. n P(X = n) converge, alors :

nPX=n+1)=n YPX=k= 3 nPX=K

k=n+1 k=n+1

< Y kP(X=Kk) carn<k

k=n+1

n
<E(X) - k;) k P(X =k) quantité qui tend vers 0 quand n tend vers +oo

puisqu'on reconnait le reste de la série définissant E(X)

Donc lim nP(X>n+1)=0.
n—oo

Par conséquent, en passant a la limite dans I'égalité kZ:P(X >Kk) = ék P(X=k)+nP(X>n+1),o0n
obtient :

kip(x > k) = E(X)
Réciproquement, si 2, P(X > k) converge, alors E(X) existe car la suite des sommes partielles

n 0
>k P(X = k) est croissante avec n et majorée par > P(X > k). En effet :
k=0 k=1

T KP(X=k) = 3 P(X> k) —n P(X > n +1)
k=0 k=1
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< P(X>K)
k=1

<3 P(X >k
k=1

On est donc ramené au cas précédent, donnant I'égalité entre E(X) et > P(X > k).
k=1
Q (vi-bis) : Une démonstration plus simple, mais utilisant les séries doubles :

E(X)= 3 nP(X = n)
n=1

=Y P(X 2 k)
k=1

La notation Y P(X = n) est Iégitime car on somme une famille sommable (puisqu'elle est a termes
1<k<n

positifs et que la quantité finie initiale >_ n P(X = n) est une fagon de la sommer par paquets). Donc
n=1

on peut calculer cette somme double dans I'ordre que I'on veut, ce qu'on fait dans la suite du calcul
en permutant les indices de sommation.

Q (vi-ter) : On peut enfin remarquer que X = > 1x-k. En effet, si X =i, les seules valeurs de k pour
k=1

lesquelles 1xs est non nul sont k =1, 2, ..., i, de sorte que Y. Ixsx = i. Ainsi, X et Y 1xs¢ prennent
k=1 k=1

simultanément les mémes valeurs. On a alors :

E(X) = E(é 1x>k) Z éE(1X>k) = kiP(X > k)

?
Il'y a une difficulté a justifier I'égalité = portant sur une somme infinie. Elle repose sur une variante
du théoreme de sommation terme a terme d'une série de fonctions tel qu'on peut le voir dans le cas
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d'une intégrale dans le chapitre L2/SUITESF.PDF. Le résultat est analogue ici en remplacant calcul
intégral par calcul d'espérance et nous admettrons sa validité.

On a aussi :
EX)=Y.P(X=2k) =D P(X>k-1)=> P(X>Kk)
k=1 k=1 k=0
en changeant d'indice.

EXEMPLE :
O Le vi) s'applique a fortiori pour une variable aleatoire sur un espace fini, a valeurs entiéres. On
dispose de n boules dans une urne, numérotées de 1 a n. On effectue des tirages sans remise jusqu'a
ce que la k-eme boule tirée ait un numéro inférieur a celui de la (k — 1)-éme. On pose alors X = k. Si
I'on tire toutes les boules, on pose X =n.

a) Pourk € [0,n—11], que vaut P(X > k) ?

b) En déduire nIim E(X), ou E(X) est I'espérance de X.

—>00

a) Soit k < n, et xy, ..., Xk les k premiers numéros tirés. Ces k numéros sont rangés dans un ordre
quelconque. Il y a k! facons de les permuter et chaque permutation a la méme probabilité d'arriver.
Or dire que X > k, c'est dire que X; <Xz <...<Xx. Donc P(X > k) = % On remarque que cette
formule est également valide pour k = 1.

n-1 n-1 o
b) X étant a valeurs dans [[1, n ]|, on a la somme finie E(X) = >, P(X >k) = 2, %—> %: e
k=0 k=0 K- k=0 K+
Les espérances des lois usuelles sont les suivantes :
U Loi de Poisson :

< oKk a_w 1 K aw 1 k1
E(X)=)> kP(X=k)=) —A"e"*= Aet=Ae A
()= ZkPX=H)= 2.4 L1 L1

On reconnait dans la série le développement de e*. Donc :
E(X)=1A
Q) Loi geométrique :

E(X>:;21kp(x:k):k;ilk(1—p)“p

On reconnait une série du type > kx** de somme —Iz D'ou :

(I1-x)
_1
E() =

EXEMPLES :
QO Un joueur joue au loto une grille (5 numeros sur 49) par semaine jusqu'a ce qu'il gagne le gros
lot. Quelle est la durée moyenne de jeu ? Le nombre de semaines est une variable aléatoire X de loi
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1 .1
(49) 1906884
5

géométrique p = Son espérance est donc de 1906884 semaines, soit plus de 35000

ans.

7- Espérance conditionnelle

Comme dans le chapitre L1/PROBAL.PDF, on peut définir I'espérance conditionnelle E(X |B)
d'une variable aléatoire X sachant qu'un événement B de probabilité non nulle est réalisé. Il s'agit de
I'espérance de X lorsqu'on munit Q de la probabilité conditionnelle Pg.

On est amené a généraliser la proposition suivante, énoncée dans le cas fini dans le susdit chapitre.

THEOREME DE L'ESPERANCE TOTALE
Soit (Am)mey UN Systéme complet d'événements d'un espace probabilisé (Q, T, P), et X une variable

aléatoire discrete définie sur Q. Alors :
(i) X est d'espérance finie pour la proba P si et seulement si, pour tout m, X est d'espérance

finie pour la probabilité conditionnelle Pa_ et que la série & P(Ap) x E(| X| | An) est convergente.

(ii) Dans ce cas,E(X) = 3 P(Ay) x E(X | Ar)
m=0

Si X ne prend qu'un nombre fini de valeurs, les conditions (i) sont automatiquement vérifiées et (ii)
s'applique sans condition.

Si les An, sont en nombre fini, la convergence de la série 2. P(An) x E(| X| | An) est inutile puisqu'il

s'agit alors d'une somme finie. Seules sont a vérifier ou bien I'existence de I'espérance de X, ou bien
celle de ses espérances conditionnelles.

Démonstration :

On note x,, N € N, les valeurs prises par X.

Q (i) : L'équivalence énoncée repose sur les constatations suivantes :
o | 'égalité suivante :

ni:%)mi::()|:’(i°\m) |Xn| PAm(X =Xp) = 20:0 P(An) |Xn| PAm(X = Xn) *)

est valide dés qu'un des deux membres est une quantité finie, car dans ce cas, la famille
(P(An) [Xa| Pa,_ (X = Xn))mmnen? €St SOmmable, et l'autre membre est également fini, la somme

des termes pouvant s'effectuer dans I'ordre que I'on veut.
e Le membre de gauche vaut :

é|xn| (éoP(Am) Pag(X = X)) = §|Xn| P(X = x,) = E(| X|)

et est défini si et seulement si X est d'espérance finie pour la probabilité P.
e Le membre de droite vaut :
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gOP(Am) <§0|xnl Pa (X = X0)) = §OP<Am> E(X| | An)

et est défini si et seulement si pour tout m, X est d'espérance finie pour la probabilité
conditionnelle P et que la série 2 P(An) E(|X| | Am) converge.

Q (ii) : Dans ce cas, la famille (P(An) Xn Pa_ (X = Xn))(mnexn? €St sommable et les mémes calculs
sans valeur absolue donnent :

> 3 P(An) X0 Pa (X = %) = 3 3 P(An) X0 Pa (X = X,)

n=0 m=0 m=0n=0

o io X (éOP(Am) Pa (X = X)) = g‘bP(Am) (io Xn Pa (X = %))
o SxPX=x)= 3 P(An) E(X| Ar)
n=0 m=0
& E(X)= Y P(A) E(X| An)
m=0

EXEMPLES :

O On tire une piéce équilibrée jusqu'a tomber sur Pile. Soit Z le nombre de tirages pour ce faire.
Pour tout m>1, on pose An = {Z = m}. Si A est réalisé, on tire la piéce une nouvelle fois et on
pose X =m si on tombe sur Pile et X = 0 sinon.

Pour toutm > 1, P(Ap) = 2—1m

Pour tout m > 1, X admet une espérance finie conditionnellement en Ay, et :
m
E(X|An) = E(X[|An) =5

La série X P(An) x E(|X| | An), égale 8 Y Z%I est convergente.
Donc X est d'espérance finie et :

« m
E(X) = z 2m+ =
m=1
(revoir au besoin le chapitre sur les séries entieres L2/SERIENTR.PDF pour le calcul de cette
somme).

Voici une simulation du modele précédent, pour MAPLE. La fonction rand() mod 2 simule un tirage

a Pile ou Face avec une probabilité % de prendre les valeurs 0 ou 1.

tirage:=proc()

local Z:

Z:=1:

while rand() mod 2 <> 1 do Z:=Z+1 od:
if rand() mod 2 = 1 then Z else O fi:
end:
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N:=2000:

s:=0:

forito N do s:=s+tirage() od:
s*1./N;

O On modifie I'exemple précédent en posant X = m si on tombe sur Pile, et X = —m sinon, A, étant
réalisé. Le méme raisonnement s'applique, mais on a maintenant E(X | An) = 0 pour tout m, d'ou
E(X) =0.

O On modifie I'exemple précédent en posant X = 2™ si on tombe sur Pile, et X = — 2™ sinon, A,
étant réalisé. Pour tout m, E(X | Ayn) = 0. Cependant, il est erroné de conclure que E(X) =0. En

effet, E(| X| | An) = 2", donc T P(An) x E(| X| | An) diverge, donc X n'admet pas d'espérance finie.

On peut d'ailleurs vérifier directement que, pour tout m > 1, P(X = 2™) = P(X = - 2™) = 2%1 et la

série X 2" P(X =2M) + X (- 2" P(X = — 2™) n'est pas absolument convergente.

O Un exemple d'utilisation du théoreme de I'espérance totale se trouve dans le chapitre
L2/ALGO2.PDF, pour estimer le temps moyen nécessaire au tri rapide d'un tableau de n éléments.
Ce temps moyen est un O(nIn(n)).

8- Variance et covariance

Si X? est d'espérance finie, alors il en est de méme de X. En effet, ¥ x,2 P(X = x,) est une série
XnZ P(X = Xg) + P(X = Xy)
2

convergente, ainsi que ¥, P(X = Xy). OF | xq| P(X = x;) < car cette inégalité
2
se déduit de |x,| < % ou de X,2 — 2| Xa| + 1> 0 ou de (| x,| — 1)* > 0 qui est vraie.

Donc X |xn| P(X = x,) converge.

On définit la variance de X comme suit, pour une variable aléatoire telle que X? soit d'espérance
finie :
DEFINITION DE LA VARIANCE

V(X) = E((X - E(X))*) = E(X®) - E(X)’

Son écart-type est défini par :

o(X) = \/V(X)
On remarquera que V(aX + b) = V(aX) = a®V(X)
Les variances des lois usuelles sont les suivantes :
Q) Loi de Poisson :
Calculons E(X(X — 1)), plus facile a calculer que E(X?).

E(X(X — 1)) = ék(k 1) P(X =K) = éﬁ"w—ll 2K e
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_w 1 K. h_n~2. 0w 1 k-2
Lhpt T Lt
= }\‘2

Donc E(X?) = E(X(X—1)) + E(X) = A® + A

Donc V(X) = E(X?) — E(X)* =\

Ces valeurs sont a rapprocher de celles de la loi binomiale :

E(X)=np

V(X) =np(l - p)
En effet, lorsque n tend vers l'infini, p vers O de sorte que np tende vers A, la loi binomiale converge
vers la loi de Poisson. On remarque qu'il y a également convergence de I'espérance et de la variance
de la loi binomiale vers I'espérance et la variance de la loi de Poisson :

np— A

np(l—p) > 2

Une autre fagon de calculer les espérances et les variances est donnée dans le paragraphe sur les
fonctions génératrices, plus loin dans ce chapitre.

O Loi géométrique :
Calculons également E(X(X — 1)), plus facile & calculer que E(X?) :

E(X(X 1) = ;ilk(k— ) P(X=K) = kz k(k—1) (1—p)p

=p(1-p) Tk~ L-p*?
On reconnait une série du type X k(k — 1) X* de somme (I%X’or D'ou :
E(X(X—1)) = 41—p}92
= EQD :41—p}92+%:2_p‘2£
Donc V(X) = I—EZE

EXEMPLES :
O Reprenons I'exemple du loueur de loto ayant une probabilité p = 190%884 de gagner le gros lot a
chaque tirage. La variable aléatoire X égale au nombre de tirages jusqu'au premier gain du gros lot

suit une loi géométrique de parameétre p. Son espérance est E(X) = % = 1906884, sa variance est

|_sz et son ecart-type est o(X) = 3@ qui est quasiment égal a % L'écart-type est une mesure de

la dispersion de la variable aléatoire X autour de son espérance. La dispersion est ici importante,
puisque [E(X) — o(X), E(X) + o(X)] vaut [0, 3813768].
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O Dans le domaine électromagnétique, une particule chargée soumise a un champ de fréquence v
acquiert de I'énergie. En physique quantique, on suppose que I'énergie acquise E est aléatoire, mais
quantifiée, i.e. elle ne peut prendre que des valeurs de la forme nhv, n € N, h étant une constante

appelée constante de Planck. La probabilité d'acquérir I'énergie E, = nhv suit une distribution dite de

Boltzmann : a la température T, cette probabilité est proportionnelle a exp(—%), ou k est une

constante dite constante de Boltzmann. Pour que la somme des probabilités vaillent 1, le facteur de
1

proportionnalité est nécessairement — = Or:
2 exp(=1 )
n=0 kT
- En\ _ v nhv . L o
> exp(-=2) = > exp(— — somme d'une série geométrique
n:O kT n:O kT
N S
hv
1—exp(- T
1 hv
=1- _
donc — exp( T

_En

2 exp(-120)
La loi de probabilité de I'énergie E est donc donnée par :
ZEY = (1 — exn(_ NV _En

vneN PE=E)=(1-exp(- 7)) exp(-17)

Sionposep=1-exp(— E—_\If), alors 1 —p =exp(- E—_\I’_) et I'on a, en remplagant E,, par sa valeur nhv :

v n e N, P(E=nhv)=p(l-p)’
Dans le membre de droite, on reconnait une variante de la loi géométrique, au détail pres que n varie
dans N et non dans N*. On retrouve une variable aléatoire X suivant une loi géométrique usuelle

en posant X = hE + 1, de sorte que :
A%

vn>1 P(X=n)=PE=(n-1hv)=pl-p)"*
D'aprés le calcul de I'espérance d'une loi géométrique, on a, en notant ici I'espérance entre crochet
pour ne pas abuser de la lettre E :

<E> = <hvX —hv> = hv(<X>-1)

1
=hv(=-1
(p )
- hvl—_E
p
h
oxp(- 1
=hv .
17exp(—%
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= h—v valeur moyenne de I'énergie pour notre particule.
eXp( ) 1
hv

eXIO( )

Le résultat obtenu est dd a Planck. On retrouve I'énergie KT d'un oscillateur élémentaire

en physique classique, et plus spécialement en thermodynamique quand v tend vers 0 ou T vers
I'infini.

h
exXp(- (o exp(lly)
La variance de X est V(X) = —£ = =

(1—exp(—h—v))2 (exp() - 1y

exp(2k exp(2k_|_
Son écart-type vaut o(X) = \/V(X) = ——— et I'écart-type de I'énergie est hy ————— . Cet

exp( T ) 1 exp(h) 1

écart-type mesure la dispersion de I'énergie autour de I'énergie moyenne.
Si hv est petit devant kT, elle est de I'ordre de KT.

Si hv est grand devant KT, I'écart-type est de I'ordre de hv exp(— ) bien plus grand que I'énergie

KT
moyenne hv exp(— —). A haute fréquence, les fluctuations relatives sont plus importantes qu'a basse
h E_‘I’_Ahtf' les fluctuat lat tpl tant b

frégquence.

On s'intéresse maintenant a la variance d'un somme :
V(X +Y)=E((X+Y - E(X)-E(Y))?)
= E( (X~ E(X))* + (Y — E(Y))* + 2(X — EX))(Y — E(Y)))
=V(X) + V(Y) + 2 E((X - EX))(Y — E(Y)))

Toutes les quantités intervenant ci-dessus sont définies si X et Y sont de variance finie. En effet, on
sait déja que, dans ce cas, X et Y sont d'espérance finie. Reste a montrer que (X — E(X))(Y — E(Y))
est d'espérance finie. Posons X' = X — E(X) et Y' =Y — E(Y). Si x;' sont les valeurs prises par X' et
y;j' celles prises par Y', ona:

1 1 1 1 1 1 il2+ -I2 1 1 1 1
|Xi y,-|P(X =x'Y :yj)SX—ZXI—P(X =X, Y =y,-)

E(X?) + E(Y?) _ V(X) + V(Y))
2

24 2
Mais > %)ﬁ_ P(X"=x", Y'=Yyj") converge. Elle vaut >
i

On pose alors la covariance de X et Y comme suit :

DEFINITION DE LA COVARIANCE
cov(X, Y) = E((X—EMX))(Y - E(Y)))

D'ou :
V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2 cov(X,Y)
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La formule ci-dessus se généralise a n variables de la fagon suivante :
V(X1 + ..+ Xp) = V(Xg) + ... + V(X)) + 2 Y cov(X, X))
ij

PROPOSITION

Variances et covariances verifient les propriétés suivantes :
(1) cov(X, X) = V(X)
(i) cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
(iii) (X, Y) — cov(X, Y) est bilinéaire

(iv) |cov(X,Y)| < A\[V(X) \V(Y)

(v) X et Y indépendantes = cov(X, Y) =0
(vi) X et Y indépendantes = V(X + Y) = V(X) + V(Y)

Démonstration :
Q (i) est évident.

Q (ii) se montre en développant cov(X,Y) :
cov(X, Y) = E((X - E(X))(Y — E(Y)))
= E(XY = XE(Y) — YE(X) + E(X)E(Y))
= E(XY) — E(XE(Y)) — E(YE(X)) + E(E(X)E(Y))
= E(XY) - E(Y)E(X) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
= E(XY) - E(X)E(Y)

Q (iii) : La vérification est laissée au lecteur.

Q (iv) résulte du fait qu'une forme bilinéaire symétrique positive vérifie I'inégalité de Cauchy-
Schwarz (revoir la démonstration de cette inégalité dans le chapitre L1/ESPEUCL.PDF, en
remplacant le produit scalaire par la covariance et la norme euclidienne par la variance).

QO v) : Si X et Y sont indépendantes, alors E(XY) = E(X)E(Y). La propriété v) découle alors du (ii).

Q vi) est clairement équivalente a v), compte tenu de la définition de la covariance.

On définit le coefficient de corrélation de X et Y comme étant égal a p(X, Y) = M. Ce

VXN V(Y)
nombre est compris entre —1 et 1, d'aprés la relation iv). 1l joue un rdle analogue a celui du cosinus
pour deux vecteurs.

Si X et Y sont indépendantes, alors le coefficient de corrélation est nul. On dit que les variables sont
non corrélées. On prendra garde que cette condition n'est pas équivalente a I'indépendance de X et
Y (pas plus que le fait que E(XY) = E(X)E(Y) n'entraine I'indépendance de X et de Y).

SiY =aX + b, alors cov(X,Y) = aV(X) et le coefficient de corrélation vaut I sia>0et—Isia<0.

EXEMPLE :
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O Soient X, Y et Z trois variables aléatoires indépendantes de méme loi de Poisson ®X).
Cherchons le coefficient de corrélationde X + YetY + Z:
EXX+Y)=E(X)+E(Y)=2A
EXX+2)=EX) +E(Z) =2)1
donc E(X + Y)E(Y + Z) = 422
Puis E((X+Y)(Y +2)) = E(XY + XZ+ Y*+YZ)
=E(XY +XZ+Y*+YZ)
= E(X)E(Y) + E(X)E(2) + E(Y?) + E(Y)E(2)
en utilisant I'indépendance des variables aléatoires

=407+,
donc cov(X+Y,Y+Z)=E((X+ Y)Y +2Z)-EX+Y)E(Y +Z) =4\ + L — 40> =\
Enfin V(X+Y)=V(X)+V(Y) car XetY sontindépendantes
=2a=V(Y + 2)
donc p(X+Y,Y+27)=—CQUXtYY+Z) _1
VX + YWV(Y +2) 2

INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV
Soit X une variable aléatoire telle que X? a une espérance finie. Soit p = E(X) et 6% = V(X). Alors,

pour toute >0 :
2

P(|X—H|ZS)S%

Démonstration :
0 Posons Y =| X — p|. On a o = V(X) = E(Y?). Notons 1y, la fonction indicatrice de I'événement

{Y>e}={we Q, Y(w)>¢c} Alors,ona:
Y226 1ys,
En effet :
ou bien Y(w) > ¢ et I'inégalité ci-dessus donne bien le méme résultat, puisqu'alors 1ys¢(m) =1 ;
ou bien Y(w) < ¢, est I'inégalité ci-dessus donne Y (w)® > 0, puisque lys:(®) = 0. Dans tous les cas,
I'inégalité est vérifiée. On en déduit que :
02 = E(Y?) 2 E(e? 1yse) = €2 E(Lyse) = €2 P(Y =€)
D'ou le résultat.

Notons que I'argument utilisé sur la variable aléatoire Y? se généralise & n'importe quelle variable
aléatoire Z positive ou nulle sous la forme :

Va>0E(Z)>aP(Z>a) (inégalité de Markov)
en remarquant que Z > a 1z, et en prenant l'espérance des deux membres.

EXEMPLE :
O Soit X une variable aléatoire telle que V(X) = 0. Alors X est presque sirement constante. En
effet, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne, pour tout entier n :

P(X - E(X)| 2%) <V(X)n2=0
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Les événements |X - E(X)| > % sont croissants, de réunion |X - E(X)| >0.0Onadonc:
P(X-E()|>0)= lim P(|X-EM)|=2)=0
Nn—o0 n
Donc P(| X - E(X)| =0) =1 et X est presque slrement égale a la constante E(X).

LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES
Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi, d'espérance p et d'écart-type
c. Posons S, = Xl + ...+ X, Alors, pour tout £ >0 :

—ul>¢g)=0
N—o0

Démonstration :

Q Appliquons l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a Z, = % S|

:++X“.OnaE(Zn):uet:

V(Z,) = ﬁerV(X1 +..+ X)) = le x (V(Xy1) + ... + V(X)) car les X sont independantes

2
S
n

Donc :
2

P(1Z0-n|2e) <2

quantité qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Cela exprime que la probabilité que Z,
appartienne a l'intervalle Ju — €, p + €[ tend vers 1 quand n tend vers l'infini, et ceci, quel que soit le
nombre ¢ choisi.

Donnons également un exemple montrant que l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev peut également
s'appliquer a des domaines a priori sans lien avec les probabilités.

EXEMPLE :

X

~& quand x tend vers +oo.

k\/P\fx

C'est équivalent a montrer que, si on pose S(x) = e Z i = ona lim S(x) =1. Considérons une

1/k KV X—>+00

variable aléatoire X suivant une loi de Poisson de parametre x. On constate que :

Q Prouver que Z

S(X) = é% P(X = K)

donc S(x)-1= il%P(X: k)—1
k=1
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f X =K)— zp(x K)

i P(
i

i % 1) P(X = k) — P(X = 0)
X

Z \/_ 1)P(X=k)-¢e™
Comme lim e™ =0, il suffit de montrer que lim ). (3%— 1) P(X =k) = 0. Pour cela, écrivons

X—>+00 X—>0 k=1

I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Pour tout a strictement positif, on a :

P(X - EX)| 2a)£ﬂa1>9

donc P(| X - x| >a) < gz puisque E(X) = x et V(X) = x.

Dans la suite, on prendra a = X8, un peu inférieur & x, tout en étant négligeable devant x quand x
tend vers +oo. En notant m=|x —a| et n =|x + aj, on coupe la valeur absolue de la somme

considérée en trois morceaux dont on va montrer que chacun tend vers 0 :

“1PX=K)+ Y

k=m+1

X Ce 3 _
i 1| P(X k)+k:%1\ﬁ< 1| P(X = k)

:% 1<+fx—1<+/x. Donc:

S Xy pex =k
k=1 Kk

‘ n

I |/
AN

Xy
JK

Premier terme: Pour1<k<m<x-a<x,ona

m l& m

SINE_ 1| P(X =k) < Y AXx P(X =K)

k=1 \/E k=1
<X P(X <m)
s\ﬁ( P(X<x-a) car {X<m}c {X<x-a}
S\/;<P(|X—x|2a) car{XSX—a}c{|X—x|2a}
< %@‘ d'apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev
< ;1172; — 0 quand x tend vers +o

Troisieme terme : de méme, pourk>n+1>x+a>x,0na

lQ—1:1—3&<1D :
\/E \/_k_' onc:

o l&i _ ) _
P K 1PX=K < 3 P(X=K
<P(X>n+1)
<P(X>x+a)
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<P(X-x|>a)

IA

IA
Xﬁp QJN|><

— 0 quand x tend vers +oo

Deuxiéme terme :

n

2

k=m+1

n 1| P(X =k) < [[Sr#pn+1]] " 1 k:%ﬂp(x K)
e
Ske[[sr’#,%ﬂ]]\ﬁ !

Comme la suite k —» 3& — 1 est décroissante, positive pour k = m puis négative pour k =n + 1, la

Jk
suite k > ‘3&—

1| décroit, passe par un minimum, puis croit lorsque k varie de ma n + 1, de sorte
que sa borne supérieure n'est autre que Max {% 1,1- %} Or:
n+
< A& —-1< \/;( —-1= 1 (\/;( _
\/ﬁ \/x a-1 Yx—a-1
at+l _a

1
= 0
\/x a—1x+\x-a-1 T

et de méme pour 1 — JL Donc le Max des deux termes tend aussi vers 0.

\/n+1

lIl : Fonctions génératrices

1- Définition

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans W. On cherche a définir une fonction dont la seule
connaissance suffise a retrouver la loi. La fonction la plus naturelle est la série entiere sur C définie
par :

Gx(2) = i P(X=n)Zz"

puisque les coefficients d'une série entiéere donnée sont uniques. Cette fonction s'appelle fonction
génératrice de X. Elle n'est autre que E(z*), en vertu de la formule générale :

E(0) = X P(X = 1) f(0)
On prend ici f(X) = z*. Ainsi :
E(ZS) = i P(X =n) 2" = Gx(2)
n=0

PROPRIETES DE LA FONCTION GENERATRICE
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(i) Le rayon R de convergence de la série entiere est supérieur ou égal a 1
(ii) Gx est dérivable en 1 si et seulement si X admet une espérance, et dans ce cas :
E(X) = GxX'(I)
(iii) Gx est deux fois dérivable en 1 si et seulement si X admet une variance, et dans ce cas :
V(X) = Gx(1) + Gx'(1) - G (1)?

Démonstration :

Q (i) : Pour z =1, on a Gx(l) = > P(X = n) = 1. Puisque la série entiére définissant Gx converge en
n=0

1, le rayon de convergence R est supérieur ou égal a 1.

Q (ii) : Si R > 1, Gx est indéfiniment dérivable sur ]- R, R[, et I'on a, pour tout t élément de -R, R[
(etdoncenl):

Gx'(t) = i P(X = n) nt" ! = E(X t*Y)
n=1

donc Gx'(I) = E(X)

Le cas R = 1 est plus délicat :

Si X admet une espérance, le calcul précédent reste valide car 2. n P(X = n) converge, donc la série
de fonctions ¥ n P(X = n) t"* converge normalement sur [0, 1], donc Gx est C* sur [0, 1] et sa
dérivée se calcule terme a terme (voir la notion de convergence normale d'une série de fonctions
dans le chapitre L2/SUITESF.PDF).

Réciproquement, supposons que Gx'(1) est defini. Gx étant une série entiére de rayon 1, on sait que,

pour t élément de ]-1, 1[, Gx'(t) = > n P(X = n) t"* mais on ignore a priori si cette relation reste
n=1

vraie en 1. On note cependant que Gx est continue sur [0, 1], et Gx' est croissante sur [0, 1[, donc

admet une limite en 1, finie ou non. Mais si une fonction est C* sur un intervalle [a, b[ , continue sur

[a, b] et si sa dérivée admet une limite en b finie ou non, ou bien cette limite est infinie et la

fonction n'est pas dérivable en b, ou bien cette limite est finie en b et la fonction est C* sur [a, b]

(voir les conséquences du théoréme de Rolle dans le chapitre L1/DERIVEE.PDF). Comme on a

supposé que Gy est dérivable en 1, c'est le second cas qui s'applique et on at Ilimt<1Gx'(t) = Gx'(1).
—1,

Or, dans le chapitre sur les séries entieres L2/SERIENTR.PDF (paragraphe comportement sur le
cercle de convergence), on a montré que, si une série entiére Y. a, t" a termes a, > 0 et de rayon de

convergence 1 est telle que sasommet € ]- 1, 1[ — f(t) = >_ a, t" admet une limite en 1, alors Y. a,
n=0

converge et > a, est égale a cette limite. Appliquée a a, = n P(X = n) et f(t) = Gx'(t), cette
n=0

proposition permet de conclure que > n P(X = n) converge et que Gx'(1) = >_ n P(X = n) = E(X).
n=0
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Q (iii) : La dérivation terme a terme de Gx' pour obtenir Gx" est valide pour R > 1 en tenant un
raisonnement comparable au précédent. On a alors :
Gx"(1) existe
& 2. n(n—1) P(X = n) converge
& > n? P(X = n) converge, car les termes généraux des deux séries sont de méme signe et
équivalents quand n tend vers l'infini
< E(X? existe (et donc E(X) aussi)
& V(X) existe
et l'onaalors:

Gx'(2)= 3 P(X = n) n(n—Nz"2 = E(X(X - 1) *°?)
n=2

donc Gx"(1) = E(X(X-1))
et E(X%) = Gx"(l) + E(X) = Gx"(l) + Gx'(1)
donc  V(X) = E(X%) — E(X)? = Gx"(l) + Gx'(l) — Gx'(I)?

2- Lois usuelles

Calculons la fonction génératrice des lois usuelles, et retrouvons les expressions des espérances et
variances de ces lois a partir de Gx.

Q Loi de Bernoulli :
Gx(z)=1-p+pz

Gx'(@) =p donc E(X)=p
Gx"(2)=0 donc  V(X) =p(l-p)

O Loi binomiale B(n, p) :

Gx(2) = kZO(D p(I-p)" 2= (pz+1-p)"

Gx'(@) =np(pz + 1 —p)"* donc E(X)=np
Gx"(2) = n(n—p*(pz + 1 —p)"* donc  V(X) =n(n—1)p® + np—n’p® = np(I - p)

Q Loi de Poisson AXL) :
0 kn

Gx(2)=> Ze”"=exp(hz— 1)
n=0 n!
Gx'(z) = xexp(Az — 1) donc E(X)=Axr
Gx"(z) = Mexp(hz — 1) donc V(X)=2a2+A-2%=2

Q) Loi geométrique sur N* :

_OO n— n_ pz
Gx@) =% (1-p) ‘pz aE s

Cette série n'est définie que pour |z| < %p
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Gx'(2) = —L2 donc E(X)——

1-(0-p2)
" 1 1 —
Gx"(2) = l_ﬂ(l_E)ZL)g donc V(X)= J_Z_E) B Bz p

3- Fonction génératrice d'une somme de variables aléatoires indépendantes

PROPOSITION
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N, de fonctions génératrices

Gx et Gy. Alors la fonction génératrice Gx.y de X + Y est le produit de Gx par Gy.
Démonstration :

Q Gx+v(2) =2, PX+Y=n)7"
n=0

['e] n
=2 2 PX=kY=n-k2z"
n=0 k=0
] n
= > > PX=kP(Y=n-k)Z" car les variables sont indépendantes
n=0 k=0

On reconnait alors I'expression d'une série produit :
Gxsv(2) =2 PX=n)z"x > P(Y=n)Z"
n=0 n=0

Ainsi
(3x+y = (Sx X (Ey

U Une autre démonstration consiste a dire :

Gxiy(2) = E@) = E(Z* 2¥) = E(Z") E(2") = Gx(2) x Gy(2)
Cette démonstration utilise les résultats suivants :
i) si X et Y sont indépendantes, alors une fonction de X (& savoir z*) est indépendante d'une
fonction de Y (a savoir z").
ii) L'espérance du produit de deux variables aléatoires indépendantes est égal au produit des
espérances de chacune de ces variables.

Le résultat prouvé se généralise par récurrence a la somme de n variables aléatoires indépendantes.
La fonction génératrice de la somme est le produit des n fonctions génératrices.

EXEMPLES D'UTILISATION :

O La loi binomiale @B(n, p) est la loi de la somme de n variables aléatoires indépendantes de
Bernoulli de paramétre p. On retrouve effectivement :
Gpinomiale(z) =(1—p + pZ)n = GBernoulli(z)n

O La somme de deux variables aléatoires indépendantes de lois binomiales @B(n, p) et B(m, p) suit

une loi binomiale B(n + m, p). Et en effet :
(I-p+pz)" (I-p+p2)"=(I-p+p2)

n+m
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O La somme de n variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de paramétres A4, ..., An Suit
une loi de Poisson de parametre la somme des A;. En effet :
exp(Ai(z — 1))...exp(An(z — 1)) = exp((Aa + ... + An)(z - 1))

Une utilisation des séries génératrices et de la diagonalisation des matrices est donnée dans I'annexe
qui suit.

Annexe : Chaines de Markov

1- Matrice de transition d'un systeme

Considérons un systéme pouvant se trouver dans divers états possibles, numérotés de 1 a n. A
intervalle de temps régulier, le systéme change d'état, la probabilité qu'il passe de I'état i a I'état j
étant pj. Il est possible également qu'on puisse rester dans le méme état i avec une certaine
probabilité, ce qui signifie que p; est non nul. Parfois, parmi les n états, il existe un état (ou
plusieurs) final, par exemple I'état n. Si on atteint cet état, on y reste définitivement, ce qu'on peut
traduire par :

Pon =1 et pri=0sii#n

Notons M la matrice de M,(R) dont le terme (i, j) vaut p;. M est la matrice de transition du

systeme. On remarque que la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1, égale a la probabilité
gu'on passe de I'état i a un autre état (éventuellement le méme).

A l'instant k, on note X(k) la variable aléatoire précisant dans quel état se trouve le systeme. Soit

L(k) le vecteur-ligne dont la i-eme composante est égale a P(X(k) = i), probabilité que le systeme a

I'instant k se trouve a I'état i. L(k) représente la loi de X(k). A l'instant initial, le systeme de trouve

dans I'état i suivant une certaine loi de probabilité, définissant le vecteur L(0). Par exemple, si le

systeme se trouve de maniere certaine a I'état 1, alors L(0) = (1 0 ... 0). S'il se trouve a l'instant
11

initial dans I'état 1 ou 2 avec équiprobabilité, alors L(0) = (5 > 0 .. 0).

Considérons un instant k particulier. L'évenement X(k) = i consiste a se trouver dans I'état i a cet
instant. L'évéenement X(k + 1) = j, consistant a se trouver dans I'état j a I'instant k + 1. La probabilité
conditionnelle P(X(k + 1) = j | X(k) = i) n'est autre que pj;. La loi des probabilité totale enonce que :

PX(k+1) =) = il POX(K + 1) = | X(K) = i) POX(K) = i)

Or P(X(k) = i) n'est autre que la i-eme composante de L(k), qu'on peut noter Li(k), et P(X(k + 1) =)
est la j-eme composante de L(k + 1), que I'on peut noter Lj(k + 1). On a donc :

Vi Lik+ 1) = Z pis Li(K)

ce qui exprime exactement le fait que la ligne L(k + 1) est le produit de la ligne L(k) par la matrice
M:

L(k + 1) = L(KM
(Si on soghaitait manipuler les vecteurs donnant la loi de X(k) en colonne, il conviendrait de
prendre M ).
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Par récurrence, on en déduit que L(k) = L(O)M*. On détermine explicitement L(k) en parvenant &
calculer M,

Le schéma précédent caractérise les chaines de Markov. Dans ce type de processus, ce qui Se passe
en partant de I'état i est indépendant de la fagon dont on est arrivé a I'état i : le futur est indépendant
du passé. On peut résumer I'étude précédente de la fagon suivante :

PROPOSITION
Soit une chaine de Markov (X(K))kex, OU X(K) désigne la variable aléatoire donnant I'état d'un

systeme fini au bout du temps k. On se donne la matrice de transition M du systeme dont le terme
général vaut p; = P(X(k + 1) = j | X(k) = i) et ne dépend pas de k. Soit L(k) le vecteur-ligne de
composantes P(X(k) = i). Alors L(k) = L(0)M* ce qui permet de déterminer la loi de X(k) & partir de
celle de X(0).

EXEMPLE :
O On lance une piece jusqu'a obtenir deux Faces successifs (FF). Il est clair que, si on tire Pile (P)
avant d'avoir tiré les deux Faces, tout est a recommencer. On dispose donc des trois états suivants :

état 1 P : état initial ou état apres avoir tiré un Pile

état 2 F : état suivant I'état 1 apres tirage d'un Face

état 3 FF : état final, apres tirage successif de deux Faces
1/2 1
P —Y2,[F] L2, [FF

\1%
1/2 1/2 0

Pour une piéce équilibrée, la matrice de transition est M = [1/2 0 1/2]. Supposons que l'on parte
0 0 1

de L(0) = (1 0 0) (probabilité certaine d'étre dans I'état initial). Les lois L(k) de X(k) valent
successivement, en multipliant itérativement a droite par M :

LO)=(1 0 0)
LW=G 5 0)
L@=G 7 7
03 3
065 % 5

1 5 19

LO)=G 33 3
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L(6) = (6_4 § 4

La somme des termes de chaque ligne doit donner 1. On peut déterminer L(k) en calculant M en
diagonalisant M. Le polyn6me caractéristique de M vaut :

3 X2 X1 2 X 1
m(X) =X ==+ 2= (X=X -5 =7

100
de racines 1, ¢ = 1%@ ety = 1%@ M est diagonalisable de matrice diagonale D =| 0 ¢ O |.

00wy
12¢ 2y 1
Une matrice de passage est donnée par Q = |1 1 1 [ |1 | est toujours vecteur propre d'une
100 1

matrice de transition, associée & la valeur propre 1, du fait que la somme des lignes de M vaut 1. Q*
vaut :
0 0 202y
Q71 = 1 [ 1 —2\.|l —2(p ]
20-2y{_4 20 2y
OnaM=QDQ et M*=QDQ ™.

Donc : L(k) = L(0)QD*Q™*

12p 2y (1 O 0 0 0 202y
o011 1 |[oe0 |1 |12y —2¢
10 0Jloo0y)20-2W 1 29 2y

100 0 0 202y
= (129 2y)| 00 0 1 -2y 20

00 y)29-2v(_1 20 2y

0 0 202y
— (1 2(Pk+1 2\|/k+1) ;[ 1 _Z\V _2(p ]
20-2y{ 4 20 2y
_ ((Pk+l . \Vk+1 2((p\pk+l k+lw) 1+ Z(W )
¢-vy ¢-vy -V
Ces trois nombres donnent la probabilité de se trouver a I'instant k respectivement dans les états 1, 2
et 3.

k+2 k+2)

Que se passe-t-il quand k tend vers l'infini ? Comme |(p| <let |\y| < 1, ¢* et y* tendent vers 0 et
L(k) tend vers (0 O 1) et donc la probabilité de se trouver dans I'état final FF tend vers 1.

Soit T, la variable aléatoire donnant I'instant k auquel on atteint I'état final FF en partant de I'état 1.
Ona:

P(T1< k) = P(X(K) = 3) = 1+i¥l’—\;Lz
P(T: fini) = P(U {T1 < k}) = lim P(T1<k) =1
k—o0
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Ainsi, on est certain d'atteindre I'état final en un temps fini. Boucler indéfiniment dans le diagramme
est un événement de probabilité nulle. T, s'appelle le temps d*arrét du processus. Cherchons son
esperance :

E(T) = S kP(T1=k) = Y P(T1>k) = 3 (1— P(T; <k)
k=0 k=0 k=0

0 2 k+2 _ k+2 2 2 2
> (@ -y _ o _ v

& o-v  9-yl-g l-y

2 2 2 2
—_2 O -y -Qwtey _, _oty-—oy org+y=ietoy=-1
-y l-o-y+oy l-9-y+oy 2 4
=6

2- Temps d'arrét
Soit, comme précédemment, un systeme de Markov doté d'un état final n. Soit T; le temps d'arrét
pour passer de I'état i a I'état final n. On a alors, pour tout i <nettoutk>0:

n
Ti=1+> XT; ou Xjj = 1 si on passe de I'état i a I'état j au premier saut et = 0 sinon
71
mais T,=0
n-1

donc T;=1+ Z XijTj
j=1

Sik= 1, P(Ti = k) = P(Ti = 1) = Pin.
Sik>2,0na:
n-1 n-1

P(Ti = k) = P(Z XijTj = k—l) = P(H {Xij =1 mTj = k_]_})
=1 =

n-1

n-1
:ZP(XijzlﬁTj:k—l)ZZP(Xijzl) P(Tj:k—l)
i1 =1

n-1

= Zi pi P(Tj=k-1)
J:

Si I'on note T(k) le vecteur-colonne de composantes P(T; = k), 1 <i < n -1, on obtient la relation
T(k) =N T(k—1), ou N est la matrice (n — 1) x (n — 1) dont le terme général est pj, 1 <i<n-1.1l
s'agit d'une sous-matrice de la matrice M déja rencontrée, obtenue en supprimant la ligne et la
colonne n, relative a I'état final.

pln
On aura donc T(k) = N** T(1), avec T(1) = Pan | donc T(k) = N“* T(1). Le calcul de la loi des

Pn-1,n
Ti peut donc se faire également en diagonalisant la matrice N.

EXEMPLE :
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1/2 112
O On reprend la matrice de transition de I'exemple précédent, on a N = (1;2 (/) ) et T(1) = (1?2).

On trouve que les T(k) successifs valent :
( 0 ) (1/4) (1/8) ( 1/8) (3/32) (5/64)
1/2 0 1/8 1/16 1/16 3/64
T(1) T(2) T(3) T(4) T(5) T(6)

La loi de Ty se trouve dans la premiere composante de chaque colonne, la loi de T, dans la
X 1

deuxiéme composante. On retrouve comme polyndme caractéristique de N le polyndme X? — > "4

de racine ¢ et y. N est diagonalisable de matrice diagonalisable A = ((g \V) et de matrice de passage

) 1 -2
R = (Z(P ZW) etdinverse R! = #( W). OnaN=RAR *donc N¥*=R A“*R* donc:

T() =R AIRTT(Q)

(0 Ml D))
N1 1)V 0 )2 2y \-1 29 J\1R2
0 2
T29-2y\1 100 e

__ 1 (2cp 2\1!) (—\vcp“)

_2(p—2\|1 11 oyt

oL (2w -2ve)

20— 2y \QY' " — VYo

On en déduit que :

0 k k
E(Ty) =Y kL V¢ - 1 V@Y )= =6 valeur trouvée plus haut
o ey o-y (1-y) (1-9¢)

0 k-1 k—1
vy v —ye 1 © VW - -
B = L ooy 20w v e

On peut aussi utiliser les fonctions génératrices. Soit gi(z) = > P(T; = k) z. n étant I'état final, on a
k=0

n-1

On(z) = 1. Par ailleurs, les relations P(T;i = 0) = 0, P(Ti = 1) = pin et P(Ti=k) = > pij P(Tj=k - 1)
=1

pouri<n-1etk>2donne:
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oo}

n-1
i) = pinz + 2. pjj kz P(Tj=k-1) "
=1 k=2

e}

n-1
=pinz+ Y pij >, P(Tj=k) 2
[}
n-1
=pinz+ le pij 20;(2)
]:

= a@= le i 264(2)

On obtient ainsi un systeme d'inconnues les g, qui, une fois résolu, permettent, en théorie, d'en tirer
les lois des T;, ainsi que leur espérance et variance.

EXEMPLE :
O Toujours avec I'exemple précédent, on a :

91:%291"‘%292

92:%291"‘%2

d'ou, en résolvant le systeme :
— 2
z
= R e B il = T
9T, 2747878 32 64
7 3 4

2711 A A A
| %70 % 77278716 16 64
Le calcul du terme général du développement en série entiére demanderait de factoriser le
dénominateur, de réduire la fraction obtenue en éléments simples et enfin d'en développer en série
chacun des termes obtenus. Les fonctions genératrices sont plus efficaces pour calculer espérance et
variance des temps d'arréts. On trouve ainsi que :
E(T1) = 0:(2) = 6 V(T1) = 0:"(2) + 90(2) - 90'(2)° = 22
E(T2) = 02(2) = 4 V(T2) = 02"(2) + 92(2) - 92(2)* = 20

On peut directement établir un systeme vérifié par les espérances en dérivant les relations

0i2) = Y. pii zg;(2), ce qui donne :
i1
9i'(2) = X pij (9j(2) + 29i'(2)) qu'on évalueenz =1
i1

~  E(T)= ]z o (L+E(T)) =1+ z i E(T)

En moyenne, le temps d'arrét de T; est égal a 1 (correspondant a un saut de transition) + la moyenne
des temps d'arrét des états suivants, pondérés par la probabilité de passer de I'état i a I'état j.

EXEMPLES :
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Q) Retrouvons les valeurs déja trouvées pour atteindre FF.
Soient Ep = espérance du temps d'arrét P = FF

Er = espérance du temps d'arrét F 5> FF
ou > désigne un nombre indéterminé de changement d'états

1/2 1

[ [

1/2

P| ——— | F| ——|FF

N/

:Ep+1+E|:+1
Be==5 2

_Ep+1,1_Ep,
Br==m—+5=5 1

donc Ep=6et Eg=4.

3- Compétition entre deux états finaux

Considérons un systeme possédant deux états finaux. On cherche la probabilité d'atteindre le
premier état plut6t que le second. On se borne a donner un exemple.

O On considére une piece ayant une probabilité p de tomber sur P et g = 1 — p de tomber sur F. Sur
I'axe réel, on part de 0. A chaque P, on fait un saut vers la droite et a chaque F, on fait un saut vers
la gauche. Soit n un entier donné. On arréte les lancers quand on a atteint n ou — n. On cherche la
probabilité d'atteindre n et celle d'atteindre — n.
Soit P(k) la probabilité d'atteindre n en partant de k. On a :

P(n)=1

Pn)=0

Vke{-(n-1),-(n-2),..,n-2,n-1} P(k) =pP(k + 1) + gP(k — 1)
On obtient donc une suite récurrente linéaire d'ordre 2 dont I'équation caractérisque d'inconnue r
est:

pri—r+q=0

et dont les racines sontr=1etr = g Dans le cas ou q = p, il existe A et p tel que, pour tout k :
P =2+ ("

On trouve A et p avec les conditions dans I'état n :

r+u@r=1
lu(p)
r+udm=0
lu(p)
1 (g)n pnqn 2n
donc p = = = —h— et 7»=*—z-p—z—n i
H (9)” _ (9)—n (9)2n 1 q" - p’ q —-p
p p p
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n

La valeur de P(O) est A + u = q_”p+_p“

EXEMPLE :

0 D'aprés Huygens® : "Ayant pris chacun 12 jetons, A et B jouent avec trois dés & cette condition
qu'a chaque coup de 11 points, A doit donner un jeton a B et que B en doit donner un a A a chaque
coup de 14 points, et que celui la gagnera qui sera le premier en possession de tous les jetons. On
trouve dans ce cas que la chance de A est a celle de B comme 244 140 625 est a 282 429 536 481",
On vérifiera que la probabilité d'obtenir 11 avec trois des est %Zr et celle d'obtenir 14 est de %?
Comme les autres totaux n'interviennent pas, on peut considérer les probabilités conditionnelles

27 9 15 5

sachant qu'on tire 11 ou 14, celles-ci valant respectivement 77+ 15 =11 p et 77+ 15 =14 g.
12 12

B gagne avec la probabilité p12p+ el 9129+ =, Ve 9 = 282 429 536 481 et 5'2 = 244 140 625.

Exercices

1- Enoncés sur les probabilités
Exo.1-1) a) Trois personnes A, B, C jettent une piéce équilibrée dans l'ordre A, B, C, A, B, C, ...
jusqu'a ce que le coté Pile sorte. Le vainqueur est le premier qui obtient Pile. Calculer les
probabilités de victoire de chacun des trois joueurs.

b) Les trois joueurs A, B, C jouent maintenant a Pile ou Face. A commence par jouer contre
B, puis le vainqueur joue contre C, puis le vainqueur de cette derniere partie joue contre le perdant
de la premiere partie. Et ainsi de suite, le vainqueur de la derniere partie jouant contre le perdant de
I'avant-derniére. Le jeu s'arréte lorsqu'un joueur a gagné deux parties de suite. On note :

A; (respectivement B;) I'événement "A (respectivement B) gagne la premiére partie".

A (respectivement By, Cg) I'événement "A (respectivement B, C) gagne deux parties de
suite”.
Calculer les probabilites P(Ag | A1), P(Bg | A1), P(Cqy | A1), P(Aq | B1), P(Bg | B1), P(Cq | B1), P(Ay),
P(By), P(Co).

Exo.1-2) Huygens : De ratiociniis in ludo aleae (1657), premier probleme. "A et B jouent
ensemble avec deux dés a la condition suivante : A aura gagné s'il jette 6 points, B s'il en jette 7. A
fera le premier un seul coup ; ensuite B deux coups successifs ; puis de nouveau A deux coups, et
ainsi de suite, jusqu'a ce que l'un ou l'autre aura gagné. On demande le rapport de la chance de A a
celle de B. Réponse : comme 10355 a 12276".

Vérifier le résultat de Huygens.

Ex0.1-3) Un jeu se joue de la fagon suivante : on dispose quatre cases A, B, G, P en cercle. On
place un jeton en A. On lance un dé et on avance le jeton du nombre de cases indiqué, dans le sens
A—->B—->G—->P—>A—>B-etc. Si le jeton arrive en G, on gagne. S'il arrive en P, on perd.
Sinon, on lance a nouveau le dé jusqu'a arriver en G ou P. Quelle est la probabilité de gagner a ce
jeu?

® Huygens, De ratiociniis in ludo aleae (1657), cinquiéme probléme,
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k77862v/f95.item
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Exo.1-4) On lance deux dés indéfiniment. A chaque tirage, on fait la somme des deux dés.

a) Quelle est la probabilité que la somme 6 sorte avant la somme 7 ?

b) Quelle est la probabilité que la somme 8 sorte avant la somme 7 ?

c) Quelle est la probabilité que les sommes 6 et 8 soient toutes deux sorties avant que le
deuxiéme 7 ne soit sorti ?

Exo0.1-5) Soit (Q, T) un espace muni d'une tribu 7, et P une application de T dans [0, 1] telle que :
)P(Q)=1
i)V (A, B)e Tx T, AnB=g = P(AuUB)=P(A) + P(B)

iii) Pour toute suite (A,) décroissante d'éléments de Ttelle que N A, =&, lim P(A,) = 0.
n=1 N—o0

Montrer que P est une probabilité sur (Q, TJ.

Ex0.1-6) Soit (An)n=1 UNne suite d'événements d'un espace probabilisé Q telle que :

()vn>1, P(An)zl—% et (i)Ik>1, P(Ak)>1—§1|z

a) Montrer que P(M A,) > 0.
n=1

b) Donner un exemple pour lequel seule la condition (i) est vérifiée et P(M A,) =0
n=1

0

Exo.1-7) Pour tout a > 1, on pose {(a) = Zni' Sur N*, on se donne une loi de probabilité P

a
n=1

définie par :

1
vnx1l P{n}) =——
C(an
Pour tout entier p > 1, on considere I'événement A, = {n € N* | n est un multiple de p}
a) Calculer P(Ay).
b) Vérifier que la famille d'événements (Ap)ppremier forme une famille d'événements
indépendants.
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c) On numérote les nombres premiers par ordre croissant : p; = 2, p2 = 3, ps = 5, etc. En

considérant lim P( ﬁ Apk ‘) et P({1}), montrer que {(o) =[] #
N—o0 k= k=1 1— 1
P
On obtient ainsi une preuve probabiliste de la formule >’ # 11 Ll dont on trouvera une autre
n=1 k=1 1-—

pe*
démonstration dans le paragraphe Famille sommable du chapitre L2/SERIES.PDF.

Ex0.1-8) Soit Q = {(Xn)n=1 | V N, Xy = P 0u X, = F} l'univers correspondant au lancer indéfiniment
d'une piéce équilibrée. Calculer les probabilités des évenements suivants :

a) Pourtoutmeti 21, Bin={(X)n=1 |Vje [1, m],Vke [l ill,Xjkm =X}

b) Pourtoutm>1, Bn={(Xn)n=1 | Vje [1, m], V k=1, Xjexm = X}

C)B={(n)n=1 |IM, Vje[[L,m], VK1, Xjum = X}
Qu'a-t-on montré ?

Ex0.1-9) Le théoreme de Borel Cantelli consiste en les énoncés c) et d) de cet exercice.
Soit (An)ney Une famille d'événements d'un espace probabilisé (2, P). On pose :

limsup(Ay) = ) pC°J Av et liminf(A) =) f\ A
a) Soit et o un élément de Q. Regrouper les propriétés ci-dessous qui ont le méme sens (1a
désigne la fonction indicatrice de A) :
i) L'ensemble des indices n pour lesquels o appartient a A, est infini
ii) L'ensemble des indices n pour lesquels o n'appartient pas a A, est fini
i) o e liminf(Ay)
iv) ® € limsup(An)

v) iolAn«») S

Vi) (L 14 )(@) < +oo
n=0

vii) Inf Sup 14 (03) 1

neN pzn

viii) Sup Inf 15 (co) 1

neN pzn
b) Comparer :
1) limsup(An, U By) et limsup(A,) w limsup(By)
i) limsup(An, N By) et limsup(An,) » limsup(By)
i) liminf(A, L By) et liminf(A,) U liminf(B,)
iv) liminf(A, N By) et liminf(A,) N liminf(By)
c) Montrer que, si la série 2. P(A,) converge, alors P(limsup(Ay)) = 0.
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d) Montrer que, si > P(A,) diverge et si les (A,) sont indépendantes, alors

P(limsup(An)) = 1. (On pourra calculer de deux facons la quantité lim 1 - P(fj\n ApH)).
N—>0 =

e) Soit (X,) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi, a valeurs dans N.

On suppose que E(X;) est fini. On pose A, = {X, > n}. Montrer que la probabilité de I'événément
"il existe une infinité de n tel que A, est réalisé" est nulle.

f) Sous les mémes hypotheses, on suppose que E(X;) = +o. Montrer que la probabilité de
I'événément "il existe une infinité de n tel que A, est réalisé" est égale a 1.

2- Enonces sur les variables aléatoires
Exo.2-1) Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. Comparer P(X impair) et P(X pair) a la

valeur % dans les cas suivants :

a) X suit une loi géométrique sur N* de paramétre p < ]0, 1J.
b) X suit une loi de Poisson de paramétre A > 0.
¢) X suit une loi binomiale B(n, p).

Ex0.2-2) Deux joueurs A et B jouent plusieurs parties d'un jeu. La probabilité que A gagne une
partie contre B est p. Il n'y a pas de parties nulles. L'issue d'une partie est supposée indépendantes de
celles des parties précédentes. A et B jouent jusqu'a ce que l'un d'entre eux gagne deux parties (pas
nécessairement de suite) de plus que son adversaire.

a) Quelle est la probabilité que ce soit A qui gagne les deux parties de plus ?

b) Quelle est la loi et I'espérance du nombre de parties jouées, que le vainqueur final soit A
ouB?

Ex0.2-3) On dispose d'un jeu de 2n cartes numeérotées 1, 1, 2, 2, ..., n, n (chague numéro apparait
donc sur deux cartes). On bat le jeu et on pose les cartes en ligne sur la table, face cachée. On
retourne une premiere carte puis une deuxieéme carte de son choix et si ces deux cartes portent le
méme numéro, on les retire du jeu, sinon, on les repose face cachée sur la table a leur place
respective. On itére jusqu'a avoir retiré toutes les cartes du jeu.

a) Le joueur sans mémoire ne se souvient ni de la place des cartes qu'il a déja retournées ni
de leur valeur. A chaque fois, il choisit une paire au hasard et la retourne. Montrer que I'espérance
du nombre de paires retournées a la fin du jeu est n’.

b) Le joueur a mémoire partielle ne se souvient pas de la valeur des cartes mais se souvient
des positions des cartes déja retournées. A chaque fois, il retourne la méme premiére carte ainsi
gu'une autre seconde carte toujours différente jusqu'a ce que la premiere et la seconde carte aient
méme valeur. Quelle est I'espérance du nombre de paires retournées ?

c) Le joueur a mémoire parfaite se souvient aussi bien des positions des cartes retournées
que de leur valeur. S'il connait la position de deux cartes similaires, il les retourne. Sinon, il retourne
une carte inconnue et s'il connait ou se trouve la deuxiéme carte similaire, il la retourne, sinon, il
retourne une deuxieme carte inconnue. Montrer que I'espérance du nombre de paires retournées est
un O(n).

Exo.2-4) Soit X suivant une loi de Poisson de parametre A. Soit a un réel strictement positif. On
souhaite définir une variable aléatoire Y fonction de X et de a, mais pas de A, et dont I'espérance est
exp(— ai).

-59-



a) Quelle est I'espérance de X ? Vérifier que la variable aléatoire Y = exp(— aX) ne répond
pas a la question.
b) Déterminer une variable aléatoire Y répondant a la question.

Exo0.2-5) La formule de Wald : Soient (Xn)neyy des variables aléatoires définies sur un espace
probabilise Q a valeurs dans N, indépendantes et de méme loi, et U une variable aléatoire définie
sur Q a valeurs dans N, indépendante des X;. Soit Gx la fonction génératrice commune aux X;, et
Gy celle de U. Toutes les variables aléatoires sont supposées avoir une espérance et une variance.

U

Soit T = Y_ X; la variable aléatoire définie par :
i=1

U(w)
VoeQ, T(o)= Y Xi(o).
i=1

(Si U(w) =0, alors T(w) = 0).

a) Montrer que la fonction génératrice Gt de T est égale & Gy o Gx. On pourra calculer E(z")
au moyen de l'utilisation de la formule de I'espérance totale, en conditionnant par rapport au systéme
complet d'événement {U = n}.

b) En déduire E(T) et V(T) en fonction de E(U), V(U), E(X), V(X).

c) On considére une piece ayant une probabilité p élément de ]0, 1[ de tomber sur Pile. On
lance cette piece plusieurs fois jusqu'a ce qu'elle tombe sur Pile. Soit U le nombre de lancers. Puis,
on lance de nouveau la piece U fois. Soit T le nombre de Piles apparus lors de ces U lancers.
Calculer E(T). Donner la loi de T.

Ex0.2-6) On lance une piéce plusieurs fois de suite. Soit p la probabilité de tomber sur Pile, p
élément de 0, 1[. On note X la variable aléatoire a valeurs dans WN*, telle que X = n si et seulement

si c'est a l'issue du n-eme tirage qu'on a obtenu le tirage successif de deux Piles, et pas avant. Ainsi,
dans la suite de tirages suivants FPFFPFPP (F = Face, P = Pile), X prend la valeur 8.

a) Donner les valeurs de P(X = 1), P(X = 2), P(X = 3).

b) Montrer que, pourn>3,P(X=n)=(1-p)P(X=n-1)+p(l-p)P(X=n-2)

c) Sans calculer explicitement P(X = n), en déduire une relation vérifiee par E(X) (qu'on
supposera finie), puis la valeur de E(X).

d) Méme question dans le cas ou I'on attend le tirage de trois Piles successifs.

e) Méme question dans le cas ou I'on attend le tirage de a Piles successifs, a étant un entier
strictement positif.

f) La situation précedente s'applique au cas d'un piéton souhaitant traverser une rue. Soit t
une unité de temps donnée. p est la probabilité qu'aucune voiture ne passe devant lui dans la durée
de temps t qui vient. On suppose que le fait qu'une voiture passe ou pas pendant cette durée est
indépendant des passages de voitures préceédentes. Le piéton a besoin d'une durée T = at pour
traverser, a entier strictement positif donné. La variable aléatoire X de la question e) est le nombre
moyen de durées t qu'il doit laisser passer pour atteindre lI'autre c6té de la rue, de sorte que temps
moyen d'attente et de traversée du piéton est tE(X). Quel est le temps moyen separant le passage de
deux voitures en fonction de t et p ? Quel est le débit D du flot de circulation (nombre moyen de
vehicules passant devant le piéton par seconde) ? On fait tendre a vers l'infini, t vers 0 et p vers 1 de
fagon que T et D soient constants. Donner la limite de tE(X) en fonctionde D et T.
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Ex0.2-7) Marche aléatoire dans Z. Soit p élement de ]0, 1[. On part de 0O, et a chaque pas, on se

déplace d'une unité a droite avec une probabilité p ou d'une unité vers la gauche avec une probabilité
1—p. Pour tout n > 0, soit X, la position atteinte apres n pas. On définit ainsi une suite (Xn)ney de

variables aléatoires. Au cours de cette marche, on est susceptible de repasser une ou plusieurs fois
par 0, voire une infinité de fois. On définit la variable aléatoire R égale a ce nombre de fois. On dit
que 0 est transitoire si E(R) est fini (en moyenne on ne revient en 0 qu'un nombre fini de fois), et
récurrent si E(R) est infini (on y revient une infinité de fois).

a) Exprimer R a partir des variables aléatoires 1x -o (fonction indicatrice de I'événement
{X,=0}).

b) En admettant qu'on puisse permuter espérance et série de fonctions indicatrices, en
déduire E(R) a partir des P(X, = 0).

1

c) Donner la valeur de P(X, = 0). En déduire que 0 est récurrent si et seulement si p = >

Exo0.2-8) La ruine du joueur : Soit a et b deux entiers strictement positifs, b > a. Un joueur joue a
Pile ou Face avec une piéce équilibrée. Il dispose au départ de la somme de a euros. S'il tombe sur
Pile, il gagne un euro, s'il tombe sur Face, il perd un euro. Il s'arréte ou bien quand il est ruiné, ou
bien quand il a atteint la somme de b euros, qu'il s'est fixé a I'avance, et il continue a jouer tant qu'il
n'a pas atteint I'un de ces deux cas.

a) Pour tout entier k, on note Py la probabilité de finir ruiné en ayant au départ un capital de
a = k. Donner une relation de récurrence entre Py, Pys+1 et Py, pour 1 < k < b — 1. En déduire
I'expression générale de Py. Quelle est la probabilité datteindre la somme b ? Quelle est la
probabilité que le jeu dure indéfiniment ?

b) Quelle est I'espérance du gain du joueur ?

c) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de lancers de pieces a effectuer jusqu'a la fin
de la partie, en partant d'un capital égal a k. Donner une relation de récurrence entre P(Xx =n),
PXw1=n-1)etP(Xy1=n-1),1<k<b-1,n>1 Endéduire une relation de récurrence entre
E(Xk), E(Xk-1) et E(Xk+1), et la valeur de E(X).

d) Refaire I'exercice en prenant p la probabilité de tomber sur Pile et 1 — p celle de tomber

sur Face, avec p # %

Ex0.2-9) On considére une urne contenant n jetons numérotés de 1 a n. On tire les jetons un par un
avec remise et on note le numéro tiré. On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de tirages
pour que tous les jetons aient été tirés au moins une fois®. Le but de I'exercice est de déterminer la
loi de X. On note X; le nombre de tirage pour tirer un premier jeton (donc X; est la variable certaine
égale a 1), X, le nombre de tirages qui suivent X; pour tirer un jeton différent du premier, X3 le
nombre de tirages qui suivent X, pour tirer un jeton différent des deux premiers, etc... de sorte que
X=X1+X2+...+Xn.

a) Quelle est la loi de X; et sa fonction génératrice G; ?

b) Quelle est la fonction génératrice Gx de X ?

* Variante : Une marque de chocolat glisse, dans chacun des paquets qu'elle fabrique, une vignette des héros de I'espace
a collectionner. Il y a en tout n vignettes. Les vignettes ont toutes la méme probabilité d'étre sélectionnées lors de I'achat
d'un paquet. X est alors le nombre de paquets de chocolat a acheter pour avoir toutes les vignettes.
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) = . .
c) Décomposer Gx sous la forme n_n "> —&__ On donnera une expression des ay faisant

k=ll_g
n

) ] .. ] ) n-1
mtervenlrIecoeff|C|entb|nom|aI( K )

o n-1 Lk n—-1 km—l
d) En déduire que, v m>n, P(X =m) = kZl (G i K )t

e) Donner une expression de l'espérance de X. En donner un équivalent quand n tend vers
+00,

f) Donner une expression de la variance de X. En donner un équivalent quand n tend vers

+00,

Ex0.2-10) Une fourmi parcourt les arétes d'un cube. A chaque sommet, elle choisit au hasard selon
une loi uniforme l'une des deux arétes issues de ce sommet, autre que celle qu'elle vient
immédiatement de parcourir. Partant d'un sommet, soit X le nombre d'arétes qu'elle parcourt pour
parvenir au sommet diamétralement opposé.

a) Justifier que le probleme posé est identique au parcours de la fourmi sur le graphe suivant,
ou elle peut passer d'un sommet a l'autre selon la probabilité portée par I'aréte orientée joignant les
deux sommets.

So L » [ Sy L » |S i’ Sy
1/2| [1/2
1/2
Sz

b) Pour i variant de 0 a 3, soit T; le nombre d'arétes a parcourir dans le graphe précédent pour
arriver au sommet S, en partant d'un sommet S; (de sorte que X = Ty). Etablir des relations de
récurrence entre les P(T; = k), puis en déduire des relations entre les fonctions génératrices g; des T;.

c) En déduire la fonction génératrice de X, son espérance, sa variance.

d) Déterminer la loi de X.

Ex0.2-11) Soit (X1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi de
Bernoulli de paramétre p. Pour tout n strictement positif, on pose S, = X; + ... + X;, nombre de
succes apres avoir effectué n épreuves. Soit m un entier strictement positif. On considére la variable
aléatoire Y égale au plus petit entier n tel que S, = m. Y est le nombre d'épreuves de Bernoulli a
réaliser pour obtenir m succes.

a) Pour tout k > m, que vaut P(Y = k) ? La loi suivie par Y s'appelle loi binomiale négative.

b) Veérifier que > P(Y = k) = 1. On pourra au préalable chercher le développement en série
k=m

. . 1

entiére de la fonction x - ———.

1-x)"

c) Quelle est la fonction génératrice de la variable aléatoire Y ? Que vaut E(Y) ? V(Y) ?
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d) Montrer que la somme de m variables aléatoires indépendantes de méme loi géometrique
de paramétre p suit la méme loi que Y.

e) Réciproquement, soit (Y,)n=1 une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs
dans N* de méme loi géométrique de parametre p. Pour tout entier n strictement positif, on définit
la variable aléatoire X, de la fagon suivante :

_[1si etseulementsidk>1, Y+ Yo+ ...+ Y=n

%0 =1 0'sinon

Montrer que, pour tout n, X, est une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre p.

3- Enoncés sur les couples de variables aléatoires

Ex0.3-1) On considere deux jeux dont les gains sont des variables aléatoires respectives G; et G,.
Un joueur tire d'abord a Pile ou Face pour savoir a quel jeu il va jouer, puis il joue a ce jeu. Soit G
son gain.

a) A-t-on E(G) = E(Gy er EG2) (ou E désigne I'espérance)

b) A-t-on V(G) = V(G er V(G,) (ou V désigne la variance)

Ex0.3-2) On considere une variable aléatoire T a valeurs dans N* suivant une loi géométrique de
parameétre p élément de ]0, 1[.

a) Soit X une variable aléatoire indépendante de T, a valeurs dans N, et Gx sa fonction
génératrice. Montrer que Gx(1 — p) = P(T > X)

b) Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N, telles que X, Y, et T soient des

variables aléatoires indépendantes. Déduire du a) que P(T > X +Y | T > X) =P(T > ).
Cette derniere égalité est une généralisation de la propriété d'étre sans mémoire des lois
géométriques, enoncee dans le cours sous la forme P(T >n+ k| T > k) = P(T >n).

Ex0.3-3) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans Z telle que, pour tout n, P(X = n) = P(X =-n),

et ayant une variance finie. Soit Y une variable aléatoire indépendante de X a valeurs dans {-1, 1},
et telle que :
PlY=1)=p=1-P(Y =-1).

a) Déterminer la loi de la variable aléatoire XY.

b) A quelle condition la covariance de X et de XY est-elle nulle ? X et XY sont-elles
indépendantes ?

c) A quelle condition la covariance de | X| et de XY est-elle nulle ? | X| et XY sont-elles

indépendantes ?
d) On suppose que P(X = 0) = 0. Soit Z la variable aléatoire telle que Z = 1 si X > 0 et

Z =-1si X <0. La covariance de | X| et de Z est-elle nulle ? | X| et Z sont-elles indépendantes ?

Exo0.3-4) Soit g élément de ]O, 1[, et X, Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N
de méme loi :

vn>0,P(X=n)=P(Y=n)=q"(1-q)
Soit n > 0. Calculer la loi de X conditionnellement a I'événement X <n < X +.
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Ex0.3-5) Soient X, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi qu'une variable

R n
aléatoire X. On pose m = E(X), 6® = V(X), a. = E((X - m)®), X = w T :% > (Xe—m)?,
k=1

i (X — X)>.

‘H
|_\

Calculer E(X), E(T?), E(S?), cov(X, T?), cov(X, S?) en fonction de m, o et c.

4- Solutions sur les probabilités
Sol.1-1) a) La probabilité que A gagne est la probabilité que Pile sorte la premiere fois a la position
1+ 3k, k>0.Donc:

&1 1.1 _4
P(Agagne)—é)gmﬁ—zl_l 7
8
De méme :
&1 1.1 _2
P(Bgagne)—g)gmk—ﬂrl_l 7
8
o 1 1 1 1
P(C gagne) = Zimr 8 17
: 1__
8

Le fait que la somme des trois probabilités soit égale a 1 montre que la probabilité que le jeu dure
indéfiniment est nulle.

b) Dans le cas ou A gagne la premiére partie contre B, le jeu se déroule selon le schéma suivant, ou
les lettres dans les cases désignent le vaingqueur de la partie. Une case comprenant une double lettre
désigne le vainqueur de deux parties successives. Chaque fleche (sauf la premiére qui pointe vers A

et qui est supposée réalisée) a une probabilité %

~
— A
\

—Ql—@—

On calcule P(Aq | A1) en sommant les probabilités de tous les chemins qui conduisent a la case AA,
ce qui donne :
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L& 1 1.1 _4
P(A9|A1)—HZ:(:)§1T%—21_1 7

8

De méme ;

&1 1.1 _2
F’(Cg|/°~1)—n§(:)Emﬁ—ﬂrl_1 y

8
_& 1 1.1 _1
P(BglAl)_Zz(:)fm_Sl_l 7

8

Si le vainqueur de la premiere partie est B, on obtient les probabilités suivantes a partir des
précédentes en échangeant les réles de A et B :

4
P(Bg|B1) = 7
2
P(Cq|B1) = 7

1
P(Ag|By) = 7

On obtient les probabilités finales en appliquant la formule des probabilités totales :
4 1.1 1_5

P(Ag) = P(Ag | A1) x P(A1) + P(Ag | B) x P(Br) =5 x S+ 2x 2=

P(By) = i

4
P(Co) = ? ~14

Sol.1-2) La probabilité de tirer 6 points avec deux dés est % et celle de tirer 7 est 3_66

A gagne au premier coup avec une probabilité 356
31,30 30 31 31) 130 30 5

. =
A gagne au coup 4n, n > 1, avec une probabilité == 36 '36 ©36 36 ~ 36

36 36 36
3130 30 31 31,130 30 31 5
3636 36 36 36° 36 36 36 36
La probabilité de gain de A est la somme de toutes ces probabilités, ce qui donne :

£+z31 25 9610125 5+231 25 961,125 31 5
36 /3636 1296 36 36 /=136 '36 1296 36 36 36

A gagne au coup 4n + 1, n> 1, avec une probabilité ==

-5,3 25 5 ) Z (25 961 . )t
36 3636 36 36 1296
-5,31 25 5 1+ ﬂ) 1 _ 10355

25 961 22631

36 36 36 36 36 1
36 1296
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31 30 30 31 31 6
> S
B gagne au coup 4n + 2, n > 0, avec une probabilité = 36 (36 3636 36) 36
31 30 30 31 31 30 6
> S
B gagne au coup 4n + 3, n > 0, avec une probabilité = 36 (36 3636 36) 36736
La probabilité de gain de B est la somme de toutes ces probabilités, ce qui donne :
31 6 ) Z (25 961 _31 1 11 1 _ 12276
3636 36 1296 "36°6 6 1 25 961 22631
36 1296

On remarque que la somme des deux probabilités vaut 1. La partie s'arréte de facon presque
certaine.

Sol.1-3) Soit p la probabilité de gain en partant de A et g en partant de B. En considérant la case sur
laguelle on tombe au premier coup, la probabilité de gain en partant de A est égale a (formule des
probabilités totales) :

probabilité de tomber en B au premier coup x probabilité de gain sachant qu'on repart de B

+ probabilité de tomber en G au premier coup x 1
+ probabilité de tomber en P au premier coup x 0
+ probabilité de tomber en A au premier coup x probabilité de gain sachant qu'on repart de A
Or:
P(tomber en B au premier coup ) :%
2

P(tomber en G au premier coup ) = 6

P(tomber en P au premier coup ) :%

P(tomber en A au premier coup ) = %

P(gain sachant qu'on part de B) = q
P(gain sachant qu'on part de A) = p

Donc la formule des probabilités totales donne p = —q +240

6 6
On applique un raisonnement comparable si on part de B, ce qui conduit au systeme :
= _q +24P
6 6
-<,b.1q
6+6+6
[ Bp-2q=2
< L-p+50=2
214
P=23
&
_12
| 9723
A _14
La probabilité de gagner est donc p = >3
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Si on tient un raisonnement comparable pour trouver la probabilité de perdre, on trouvera

9 _ 1 — p. Cela montre que la probabilité de jouer indéfiniment est nulle.

23

Sol.1-4) a) La probabilité que 6 sorte en un tirage est 356 La probabilité que le 7 sorte est 366

Comme les autres tirages n'interviennent pas, on peut les éliminer et se contenter des tirages sachant
6

qu'on tire 6 ou 7. Les probabilités conditionnelles de tirer 6 (respectivement 7) sont alors % et T

La probabilité cherchée est donc %
b) La probabilité de tirer un 8 est égale a celle de tirer 6, donc la réponse est identique.

c¢) On considere maintenant les probabilités conditionnelles sachant qu'on a tiré un 6, un 7 ou un 8.
Les probabilités conditionnelles sont alors respectivement de 1% 1% 1%

U Ou bien on tire d'abord un 6, et I'événement demandé est réalise si on tire un 8 avant de tirer deux
7. En prenant en compte le tirage initial, cet événement correspond aux tirages 6"8, n > 1, ou 6"76"8,

n>1, p>0. Saprobabilité est :

&5y, v (5 pm_25_1 .5 1 65 1
269 Z( y 16pzo( ) 256, 5 16, 51616 ,
2 2 _

&l

__25 56 5_ 425
16 x 11 111611~ 1936
O Ou bien on tire d'abord un 8, et la probabilité cherchée est celle de tirer un 6 avant de tirer deux
7. C'est la méme que ci-dessus, en intervertissant 6 et 8.
O Ou bien on tire d'abord un 7. On ne doit plus alors en tirer. Les événements correspondants sont

76"8 ou 78"6, n > 1. La probabilité correspondante est :

wi_, 625 1 3 .25 _ 75
—=—=2x
Z( 16 16256 ; 5 ° 816x11 704
16

425 75 _ 4225
1936 704 7744

Curieusement, la probabilité de tirer 6 (ou 8) avant 7 est inférieure a % (environ 0,44), mais la

La probabilité totale est 2 x

probabilité de tirer 6 et 8 avant le deuxieme 7 est supérieure a % (environ 0,55).

On peut aussi raisonner sur le diagramme suivant représentant I'état dans lequel on est :

| = état initial avant le premier lancer

7 = etat ou l'on a tiré un 7 avant de tirer 6 ou 8

X = état ou I'on a tiré au moins un 6 ou un 8 mais pas les deux, et pas de 7

7X = état ou I'on a tiré 7 et au moins un 6 ou un 8

E = échec (tirage du double 7 avant d'avoir tiré 6 et 8)

S = succes (tirage du 6 et 8 avant le deuxiéme 7)
Les probabilités de transition d'un état a un autre sont indiquées sur les fleches entre les deux états.
On effectue les calculs en ne tenant compte que des tirages donnant 6, 7 ou 8, les autres étant sans
importance. Les probabilités de transition peuvent se calculer comme suit :
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P6Gou8) _ 2x511 _10

PGou70u8) 2x511+6/11 16
P(X — S) =P(6 |6 ou 7) (en supposant par exemple que X = 8)

P(l - X)=P(6ou8|60u7oul)=

=2
8

-3
11
etc.
S
5/1}/' t
X 5/11
58" 610\,
| 7X
Y
7 6/11
B, |
E

On a alors, en suivant tous les chemins qui ménentde 1a S :

p)=3,5 45,6 5,35 5_425
811781111 878 11 7744

Sol.1-5) Il s'agit de montrer que, si (A,) est une famille dévénements disjoints, on a
o0 e} n 0

P(U A, = D P(A,). Pour cela, posons S, = \U Ag et R, = U Ay (Ry) est une suite décroissante
n=1 o=l k=1 k=n+1

d'intersection vide, car si x est élément de Q, ou bien x n'appartient a aucun A et donc a aucun R,

ou bien x appartient a lI'un des Ay, mais a un seul d'entre eux car les A, sont disjoints, et alors x
n'appartient pas a Ry+1. Donc :
o0

P(\UJ An) =P(Sh URp) =P(Sy) + P(Ry) car l'union finie est disjointe
n=1

n

= Z P(Ak) + P(Rn) idem
k=1

=Y P(AY en passant a la limite
k=1

Sol.1-6) a) Il vaut mieux passer au complémentaire. Posons B, = A" :
v n, P(By) s% et Ik P(BY <§1R
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Onaalors P(U By) < Y. P(B)) < Zln =1, donc P(\U By) < 1.
n=1 n=1 n=1 2 n=1

b) On lance une piece équilibrée indéfiniment. Soit X le nombre de lancers pour obtenir Pile.
Posons B, = {X =n} et donc Ap={X#n}.0Ona:

P(B,) = —et P(U B,) = {X fini} = 1.

P(q Ay = {X infini} = 0

1
Sol.1-7) a) P(Ap) = Z P({pk}) = Z PRy
’ 1 C(o ) K" p
b) Pour tout n, soient py, P2, ..., Pn premiers distincts.
Ap, NN A ={m e N* [ m est un multiple de py, de py, ..., de pn}
={m e N* | m est un multiple de p;...pn} car les p; sont premiers distincts
= Apy..py
donc :
1
P(Ap, M. M Ap) =

(P1...pn)*

c¢) Vu l'indépendance vue en b), on a:

= P(Apl) P(Apn)

lim P(ﬁApk)- I|m HP(Apk)— I|m H(l——) H(l—
n—oo k=1 IOk

Par ailleurs, la suite (ﬂ Ap e~ 5t décroissante, d'intersection f\ Apkc, donc :

n“_r)n p(m And) = p(m Al = p((u Ap)%) = P(N* — {1})°) = P({l})—ﬁ

Sol.1-8) a) Bin est I'ensemble des suites de lancers qui sont périodiques de période m pendant i
périodes. Les m premiers tirages sont quelconques. Les im tirages suivants sont imposés. Ceux au-
dela sont quelconques.

P(B|m) 2m|
b) B, est I'ensemble des suites périodiques de période m.
Bm = M Bin intersection décroissante car Bi.1m < Binm
i=1
donc P(By) = lim P(Bin) =0
i—o0
c) B est I'ensemble des suites périodiques.

B=U By

m=1
donc P(B) =P(\U Bp) < X P(By) =0
m=1 m=1

Il'y a une inégalité car lI'union des By, n'est pas disjointe.
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On a prouveé qu'il y a une probabilité nulle de tirer une suite périodique.
On pourrait de méme affiner le probleme pour montrer qu'il y a une probabilité nulle de tirer une
suite périodique a partir d'un certain rang.

o0

S01.1-9) a) V)<:>i)<:>Vn,EIp2n,oaeAp<:>Vn,coepL?Ap@meQ}:{Apeiv)Qvii)

et vi)oi)oInvpenecAoInoe @nAp@me nC:JOéAp@iii)eviii)
b) i) ® € limsup(A, U By) < o appartient a une infinité de A, U By,
<  appartient a une infinité de A,
ou o appartient a une infinité de B,
< o e limsup(An) U limsup(Bn)
Donc limsup(An v By) = limsup(Ay) U limsup(Bn)
i) ® e limsup(An, N By) < o appartient a une infinité de A, N B,
— m appartient a une infinité de A, et » appartient a une infinité de B,
< o e limsup(An) N limsup(Bn)
Donc limsup(An N By) < limsup(A,) » limsup(B,) mais la réciproque est fausse puisque, si ®
appartient aux Ay, et pas aux Agp+1 et appartient aux Bops1 mais pas aux By, alors o appartient a
limsup(An) N limsup(By) mais pas a limsup(An N By).
i) o e liminf(A, U B;)) < o appartient a tous les A, U B, sauf un nombre fini
<  appartient a tous les A, sauf un nombre fini
ou o appartient a tous les By, sauf un nombre fini
< o € liminf(Ay) U liminf(B,).
Donc liminf(A,) U liminf(B,,) < liminf(A, U By).
La réciproque est fausse car si o appartient aux Azp et pas aux Azps+1 et appartient aux Bap+1 mais pas
aux Bop, alors o appartient a tous les A, U B, donc appartient a liminf(A, U B,) mais n'appartient ni
a liminf(A,) ni a liminf(By).
iv) ® € liminf(A, N B,) < o appartient a tous les A, n By, sauf un nombre fini
< o appartient a tous les A, sauf un nombre fini
et  appartient a tous les B, sauf un nombre fini
< o € liminf(Ap) N liminf(B,).
Donc liminf(A, N By) = liminf(A,) m liminf(By).
On peut aussi déduire iii) et iv) de i) et ii) puisque :

(liminf(Ag U B)° = (U () (A U B

s
(s

(Ap U By

>
1
o
o
1

n

(s

N

n=0

(A" N By)

n

o
1

= limsup(An° M By)
Or  limsup(A.° N By%) < limsup(Ar°) M limsup(B)
Donc :
(liminf(A, U By))® < (liminf(An))° n (liminf(B,,))® = (liminf(A,) L liminf(B,))°
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Donc

liminf(A,) U liminf(B,) < liminf(A, U By)
On procéde de méme pour (iv)
9 P(limsup(An) = P(()  A)

o0
= lim P(U Ap) car l'intersection est décroissante.
n—ooo P

< lim Y P(A;) =0
N—o0 pP=n

On peut aussi dire que X, P(An) = > E(1a) = E(2 1a ) (& condition d'appliquer un équivalent du
n=0 n=0 n=0
théoreme d'intégration terme a terme d'une série). Comme cette espérance est supposée finie,

PO 1a, =) = 0. On conclut en utilisant I'équivalence entre a.v) et a.iv).
n=0

d)  P(limsup(A)) = lim P(UA;)  comme ci-dessus
n—oo P

= lim 1-P((U Ap)°)
n—o0 p=n
= lim 1-P(M AY)
n—o0 p=n
Or si les (Ay) sont indépendantes, il en est de méme de leur complémentaire. On a alors :
0 m
P(M A = lim P A9)car l'intersection est décroissante
p=n m-—co PN

m
= lim [[PAY)
M—>00 p=n

= H P(Apc)
p=n
donc :

P(imsup(Ar) = Iim 1- ﬁ P(AY)

= lim 1- [T (- P(AY))
N—00 p=n
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Mais > P(A) diverge donc [] (1 — P(Ap)) = 0 (voir le paragraphe sur les produits infinis dans
p=n

L2/SERIES.PDF. Donc :
P(limsup(An)) =1
e) 2 P(An) = 2 P(X, > n) = 2 P(X; > n) car toutes les lois sont identiques. Or cette derniere série

converge, sa somme étant Y P(X; > n) = E(X;). On applique c) pour conclure que
n=1

P(limsup(An)) = 0, ce qui est la conclusion demandée.
f) Ici, la série diverge. En effet, pour tout K :

K K
> P(Xn=n)=> P(X;>n) car X, et X; ont méme loi
n=1 n=1

= 3 S P =)

n=1k=n

= 2 P(X1=k)

1<n<k, n<K

K 0
=> kP(X;=k)+ > KP(X;=Kk)
k=0 k=K+1

K
> > k P(X =k) = E(Xy) =« quand K tend vers l'infini
k=0

On applique d) pour conclure que P(limsup(Ay)) = 1.

5- Solutions sur les variables aléatoires
Sol.2-1) a) Pour une loi géométrique de paramétre p, onaP(X =n)=(1—p)"*p, et :

ool PA-p) _1-p_1
P(X pair) n;(1 P p @ p 2 p 2

. > 1 1
P(X impair) =Y (1-p)*"p= p - S>3
(X impair) ZO( P p T @ p? 2.p 2
b) Pour une loi de Poisson de parametre A :
e A o _1+e? 1
P(X pair) = r;)e o e ch(h) = > >3
] . _ 0 0 }\2n+1 Y _ 1 o e727\, l
P(X impair) = nz:%)e o D e “sh(L) = > <3

¢) Pour une loi binomiale, on a P(X = k) = (E) p“ (1 —p)"*. On sait déja que :
P(X pair) + P(X impair) = 1
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Par ailleurs :

. . . n = n + —2k—
P(X pair) — P(X impair) = I(Z(:)(ij p2k (1- p)n 2k kz(:)(Zk . 1) p2k 1 (1- p)n 2k-1

=3 (1) v apr

k=0
on reconnait un bindbme de Newton

=(p+@-p)"

=(1-2p)"’

Donc, en faisant la demi-somme ou la demi-différence :

P(X pair) = M
P(X impair) = jZ;BL

Donc:

P(X pair) > 1

2<:>nestpairoupsl

2

P(X impair) > % <> nestimpair et p > %

Sol.2-2) a) L'événement recherché est réalisé a la suite de parties ABABAB...ABAA = (AB)"AA,
n>0, ou bien BABA..BAA = (BA)"A, n > 1, ou la suite de lettres désigne la séquence des
vainqueurs successifs. On a :

P((AB)"AA) = p"(L - p)"

P((BA)"A) = p™(1—p)"
La probabilité que A gagne les deux parties de plus est :

0 ) 2

P((AB)'AA) + 3 P(BAYA) = — & P°A-D) _ p"2—p)

%(( )'AA) ngl(( )'A) T p+p? 1 opep? 1op+p?
Quand p tend vers 0, elle est équivalente & 2p?, ou équivalente & P(AA ou BAA). Si A est un joueur
faible, ses chances de gains possibles sont concentrées sur les premiers jeux.
Quand p tend vers 1, elle tend vers 1. Plus précisément, si p = 1 —h avec h tendant vers 0, on a :

2
2— 2 2

M—B)Z =1-2h"+o(h

1 p+p o(h?)
situation symétrique de la précedente, avec h probabilité que B gagne une partie. On peut d'ailleurs

2 2

remarquer que, sip=1-havech €]0, 1], M2—+Ep)2 {%i—{_%
Sip-= 5’ la probabilité de gain de deux parties de plus par A (ou B) est % Plus intéressant, si

p= %+ h, elle vaut % + % + 0(h) quand h tend vers 0. Pour deux joueurs quasiment de méme force,

le fait d'exiger le gain par deux parties de plus accentue I'écart entre les deux joueurs d'un facteur g

C'est une régle analogue qui est adoptée au tennis, aussi bien pour gagner un jeu que pour gagner un
match.
b) Soit X le nombre de parties jouées. Par un calcul analogue a ce qui précede :
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v n>0,P(X=2n+2)=p"1-p)"+ (L -p)"%p"

vn>1,P(X=2n+1)=p"(1-p)"+ (@ -p)"'p"
On pourra Vvérifier que la somme de toutes ces probabilités fait 1, autrement dit, la probabilité que
les parties soient menées indéfiniment est nulle.

0 0

EX) =2 (@n+2)(E™(1-p)"+ (@ -p)"p") + X @0+ D™ -p)"+ (1 -p)"p")
n=0 n=1
_ . =2%p-p
=T prp
aprés un calcul assez fastidieux utilisant > x" = I Ynx"t o= —12 (voir
n=0 1_X n=1 (1_X)

L2/SERIENTR.PDF).
Il est plus simple de dire que, pour n > 1, X > n est un événement correspondant aux deux suites de
n gains successifs ABAB... ou BABA... alternativement, donc :

vn>1 P(X>2n)=2p"(1-p)"

VN0 P(X>2n+1)=p"(1-p)"+p"(1-p)"* =p"(1-p)"

donc E(X)=Y.P(X>n)=1+>P(X>n=1+>PX>2n)+ > P(X>2n+1)
n=0 n=1 n=1 n=0

— < A Y < N = 2p(1—p) 1
L+ 2207 A-p) + 2P A-p) =1+ T ot o

2

- 2_"'P_—I22
1-p+p
Si p tend vers 0 ou vers 1, E(X) tend vers 2, correspondant respectivement aux parties BB ou AA.

i —l =3 = Ooﬂ
Slp—Z,E(X) 3 2[12::22,1.

Sol.2-3) a) Une carte étant retournée, la probabilité qu'une autre carte retournée ait la méme valeur

estp = Tll La loi du nombre de deuxiémes cartes a retourner pour obtenir la méme valeur que la

premiére carte suit alors une loi géométrique P(X; = m) = (1 — p)™*p, m > 1. Son espérance est :
E(X1) :%: on-1.

Il reste alors 2n — 2 cartes sur la table. On itére le raisonnement.

Si on note Xy le nombre de paires a retourner pour trouver la k-eme paire de méme valeur alors qu'il
1
2(n—-k+1)-1
de sorte que E(Xk) = 2(n — k + 1) — 1. Remarquer que, pour la derniere paire, k = n et I'on a E(X,) =

1, comme il se doit.
Enfin, le nombre total de paires a retourner est X; + X, + ... + X, dont I'espérance est :

ne reste que 2(n — k + 1) cartes sur la table, X suit une loi géométrique de parametre

E(X1+...+Xn)=é(2(nk+1)1)=kZ::1(2k1)=n2
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b) Une fois la méme premiére carte retournée, on tire les 2n — 1 autres cartes dans un certain ordre.
La probabilité que la seconde carte de méme valeur que la premiere soit celle tirée au m-éme tirage,

1<m<2n-1 est . En effet, la loi donnant le rang m de cette deuxiéme carte est uniforme

1
2n-1
(parmi les (2n — 1)! ordres de tirages possibles, il y en a (2n — 2)! qui placent la carte recherchée au
2n-1

m

rang m). Donc l'espérance du nombre de tirage est E(Y1) = D’ TEE n
k=1 -

S'il ne reste que 2k cartes, I'espérance pour tirer un couple sera k.

n
. , . \ + . e . .
Donc I'espérance du nombre total de paires a retourner est >k = n(n+1) 1), soit moitié moins environ

k=1 2

que dans le cas du a).

c) On retourne chaque carte au moins une fois pour connaitre sa valeur, et jamais plus de deux fois.
En effet, on connait la valeur d'une carte retournée une fois, et une fois sa valeur connue, elle ne
pourra étre retournée une seconde fois que pour étre appariée a une autre carte de méme valeur
retournée juste avant. Donc le nombre de paires retournées est au plus de 2n.

Le calcul exact de I'espérance est un probléme difficile. On peut montrer® que l'espérance s'écrit

(3 2In2)n + g ~2In(2) + o(1).
Sol.2-4)a) E(X)=A
E(Y) = E(exp(- aX)) = i et i}‘—? e =exp(— A+ re )
n=0 :
b) Si Y = g(X), on souhaite que :

E(G(4) = Y g(n) e 2= e
n=0 n:

0 n 0 n
donc > gn)Z=e" =3 A (1-a)

n=0 n! n=0 n!
Pour o # 1, il suffit de prendre g(n) = (1 — )" pour tout n, ce qui donne Y = g(X) = (1 — a)*.
1sin=0

Pour a. = 1, on peut prendre g(n) = [ 0 sinon

et donc Y =g(X) = 1x=o.
Sol.2-5) a) G1(z) = E(z") = i E(z' |U=n)P(U =n)
n=0

—E@ [U=0)PU=0)+ Y EC* U =n)PU =n)
n=1

® Daniel J. Velleman, Gregory S.Warrington, What to expect in a game of memory, 120:9, Amer. Math. Monthly
(novembre 2013), 787-805.
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=P(U=0)+ X EC ") PU =n)
n=1

carz' =2° = 1 d'espérance 1 si U = 0, et dans la série,
les variables aléatoires X; + ... + X, et U sont indépendantes

=p(U=0)+ Y EC 2.2 PU=n)
n=1

—PU=0)+ ilE(le)E(zxz)...E(zX“) P(U = n)
n=
car les variables aléatoires Xy, ..., X, sont indépendantes
=PU=0)+ ilE(zx)” P(U = n)
n=
ol E(z") est I'espérance commune des E(zxi)
=PU=0)+ il Gx(2)" P(U = )
n=
par définition de la fonction génératrice Gx
- io Gx(@)" P(U = n)
n=

=E(Gx(2)")
= Gu(Gx(2))

b) E(T) = G7'(1) = Gu'(Gx(1)) Gx'(1) = Gu'(1) Gx'(1) = E(U)E(X)
résultat qui devrait paraitre naturel.
Puis :

Gr"(2) = Gu"(Gx()) Gx“(2) + Gu'(Gx(2)) GX"(2)
donc :

G1"(1) = Gu"(1) Gx(1) + Gy'(1) Gx"(1)

= (V(U) - E(U) + E(U)?) E(X)* + E(U) (V(X) - E(X) + E(X)?)
= (V(U) + E(U)?) E(X)* + E(U) (V(X) - E(X))

donc :

V(T) = Gr"(1) + Gr'(1) — G'(1)?

= (V(U) + E(U)?) E(X)* + E(U) (V(X) - E(X)) + E(U) E(X) - E(U)” E(X)’
= V(U)E(X)? + E(U)V(X)

résultat plus difficile a interpréter que celui de I'espérance. Si U était une variable certaine égale a m,
T serait la somme de m variables aléatoires indépendantes de méme loi et sa variance serait mV(X).
On peut ainsi comprendre la présence de E(U)V(X) due a la dispersion de X. Inversement, si c'était
les X; qui étaient des variables certaines égale & x, T serait égale & xU et sa variance serait x*V(U).
La quantité V(U)E(X)? s'interpréte alors comme une contribution & V/(T) due a la dispersion de U.
c¢) On définit les X; comme étant des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de parameétre

U

p : X; = 1 si on tire Pile au i-eme tirage lors des U lancers de piéces. On a alors T = > X; et on peut
i=1

appliquer la formule de Wald :
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E(T) = E(U)E(X) = % «p=1

Intuitivement, on lance en moyenne la piece % fois, puis pour chacun de ces lancers, on a une

probabilité p de tirer Pile, donc le nombre moyen de Piles est 1.
On peut aussi dire que, conditionnellement a U = n, T suit une loi binomiale @(n, p), donc :
E(T|IU=n)=np

donc E(T)= S E(T[U=n)P(U=n)= inpp(u:n):pE(U):gﬂ
n=0 n=0

Calculons maintenant la loi de T, au moyen de sa fonction génératrice :

G1(2) = (Gu 0 Gx)(2) = Gu(1 - p + pz)
or Gu(2) _p—l 1 _pz donc :

2 2
G+(2) = p(l —p +pz) - p—p”+pz
O pp) T-1+2p-p'-p(_p)
- l-p+pz :1—p+pz 1
2-p—(1-p)z 2-p 1_§1—9)z
2-p

_l-ptpr$ 1-p) & (@-p)" L & opl-p)'™t
2 B & e S e

-y (-p™7" & p—p)7
et A @

donc P(T=0)= %—:E

- @-p™ p@-p)t_(@L-p)"™+ @2 -ppd-p)**
et vn>1P(T=n)= =1t — = =
) (i - P (@-p) (2-p)
T2-p™

On pourra Vérifier que >, P(T =n) = 1.
n=0

On peut aussi calculer la loi de T par la formule des probabilités totales, en utilisant le fait que la loi

de T sachant que U = m est une loi binomiale B(m, p).
Pourn=0:

P(T =0) = éP(T =0[U=m)PU=m)= é(l pm@-p™p

=p 2 (@-p™

__pA-p) _pl-p)_1-p
1-(1-p)° 2p-p° 2-p

Pourm=>1:
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oo}

P(T=n)= rréP(T =n|U=mpPU=m)= (T) p'(L-p)"" (1-p)"p

m=n

o (M) ne m-n—
:Z(n)p l(:l‘_p)2 !

=S (M

(l - p) m=n

n+l 1- 2n

-_D
(1-p)™ (@-@-p))™

k © (n
car vk>0,Vxell, 1Lﬁkﬂ:n§( (k)xn

voir L2/SERIENTR.PDF
_pa-pt_@-prt
@p-p)™ @2-p)™

Sol.2-6) a) P(X = 1) = 0, P(X = 2) = p?, P(X = 3) = (1 — p)p? (tirage FPP seul possible).
b) X = n se produit dans deux cas :

ou bien le premier tirage est Face, puis on obtient PP au bout de X' = n — 1 tirages, X' étant le
nombre de tirages entre le deuxieme tirage et la premiére fois qu'on atteint PP.

ou bien le premier tirage est Pile, mais il est alors nécessairement suivi de Face, puis on
obtient PP au bout de X" = n — 2 tirages, X" étant le nombre de tirages entre le troisieme tirage et la
premiére fois qu'on atteint PP.
On dispose du systeme complet d'événements concernant les premiers tirages {F}, {PP}, {PF} et
I'onaalors :

P(X'=n) =P{FHP(X =n|{F}) + P{PP}HP(X = n|{PP}) + P{PF}HP(X =n |{PF})

ou :
P(X=n|{PP})=0sin>3
PX=n[{F}) =P(X'=n-1[{F}))
=P(X'=n-1) du fait de I'indépendance des n—1 derniers tirages par
rapport au premier tirage F
=P(X=n-1) car X et X' ont méme loi
et de méme :
PXX=n|{PF})=P(X"=n-2)=P(X=n-2)
Donc :

PX=n)=@A-p)PX=n-1)+p(l-p)P(X=n-2)

O E(X) =S nP(X=n)=2p%+3 nP(X =n)
n=1 n=3
=2p%+ 3 n((L-p)P(X=n—1)+pd—pP(X =n—2))
n=3

=2p?+(1-p) XnP(X=n-1)+pl-p) 3, nP(X=n—2)
n=3 n=3
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:2p2+(1—p)é<n+1)P(X=n>+p(1—p)§ (n+2) P(X =n)

=2p° + (1 - p)(E(X) + 1) + p(1 - p)(E(X) +2)
=2p°+1-p+2p(l-p)+ (1 -p)EX) +p(l - pE(X)
=1+p+(1-p)EX)

donc E(X) = 1—;;9

REMARQUES :
O On peut retrouver graphiquement la valeur de cette espérance de la facon suivante. Considérons
le graphe suivant :

N/

Les cases &, P, PP représentent une situation dans laquelle on peut se trouver.

La case & est la situation initiale, avant le premier lancer, ou bien une situation a I'issue de
tirages sans tirages PP et dont le dernier est F.

La case P correspond a la situation correspondant a un premier tirage ayant donné un P, ou
bien a la situation a l'issue de tirages sans tirages PP et dont les deux derniers sont dans l'ordre FP.

La case PP correspond a la situation finale correspondant aux tirages se terminant par les
deux tirages PP pour la premiére fois.
Au lieu de situations, on parle aussi d'états du systeme. Chaque fléche représente un tirage possible
de Pile ou de Face, et on indique pour chacune d'elle la probabilité de passer d'un état a un autre.
Nous avons ici un exemple de chaine de Markov, évoquée en annexe du chapitre.
Le nombre de tirages pour passer de I'état < a I'état P suit une loi géométrique de parametre p, et il
est presque certain que cette transition aura lieu. Modifions le graphique pour mettre en évidence ce

fait, en indiquant en rouge l'espérance % du nombre de tirages pour effectuer cette transition, ce qui

1—
permet de supprimer la boucle & _)p D .

: . 1Ip : . . : 1
Considérons la transition P — . Puisqu'elle est suivie de la transition certaine & — P, on peut
Ip
réduire ces deux transitions en la seule transition P — P, avec une espérance du nombre de tirages

pour y parvenir de 1 + % :
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o] —L [r] —P[pp

1/p
l—pU 1+1
p

Enfin, le nombre de fleches a suivre pour passer de I'état P a I'état PP suit une loi géométrique de
parameétre p : on boucle un certain nombre de fois la fleche P — P avant un dernier tirage P — PP.

On passera donc de I'état P a I'état PP avec un nombre de fleches dont I'espérance est % a savoir en

moyenne % — 1 fléches bouclant sur I'état P avant d'appliquer une derniere fleche P — PP. Comme

chaque fleche P — P correspond ici a un nombre moyen de 1 + % tirages, le nombre moyen de

tirages pour passer de I'état P a I'état final PP est (% -1)=x(1+ %) + 1. Une justification rigoureuse

U
de ceci repose sur la formule de Wald vu dans I'exercice précédent. Onaeneffet T=> Yi+1,00T

i=1
est le nombre total de tirages pour passer de I'état P a I'état PP, U le nombre de fois ou I'on boucle
sur une transition P — P, Y; le nombre de tirages lors de la i-éme transition P — P. Le 1 final
correspond au dernier tirage P qui fait passer de I'état P a I'état PP. U + 1 suit une loi géométrique de

parametre p et chaque Y; a une espérance égale a E(Y) =1 + % La formule de Wald donne :

E(T) = E(Y)E(U) + 1 = (%— )x(1 +%) +1

o] —~ [P —L[pp
1/p

(G- Dx@rp+1

Le nombre moyen de tirages pour passer de I'état & a I'état PP est donc :
1,1 1 1,1 +1
EX)==+(E-1)x(1+3)+1=2+5=B%2
(X) ) (IO ) = ( IO) T

comme on l'a trouvé précédemment.

o] —L , [pp
1+p
-7

P

+ , . N
Pour p = % p_pz_l = 6, valeur donnee dans l'annexe sur les chaines de Markov, pour le nombre

moyen de tirages a effectuer avec une piece équilibrée pour d'atteindre FF (au lieu de PP).
0 On peut encore retrouver la valeur de E(X) de la fagon suivante. Soit Y le nombre de tirages pour
arriver au premier Pile, A I'événement "le tirage qui suit est un Pile" et B I'événement qui suit est un

face". Y suit une loi géométrique de parameétre % Onaalors:
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X=Y+1la+1(1l+X)=Y +1+1gX
ou X' suit la méme loi que X. En effet, si A est réalisé, on arrive directement en PP avec X =Y + 1
tirages, et si c'est B qui est réalisé, on se retrouve a I'état initial & apres Y + 1 tirages, et il faut X'
tirages pour aller de & a PP, X' ayant la méme loi que X. Remarquons que, du fait de
I'indépendance des tirages, X' est une variable aléatoire indépendante de 1g. Donc :

E(X) = E(Y) + 1 + E(1sX") = E(Y) + 1 + E(1g)E(X) = % +1+(1-p)EX)

donc E(X) = 1—;}9

d) On a maintenant P(X = 1) = P(X = 2) = 0, P(X = 3) = p®, et on procédera comme dans le b) et le
c). En conditionnant par les événements correspondant aux premiers tirages F ou PF ou PPF, la
formule des probabilités totales donne :

Vnz4,PX=n)=1-pPX=n-1)+pl-p)P(X=n-2) +p*L-p)P(X=n-23)
donc :

E(X):inp(x:n):sp%inp(x:n)
n=1 n=4
=3p°+ Y n ((1-p)P(X=n—1) +p(1 - PP(X = n—2) + p(1 —p)P(X =n - 3))
n=4
:3p3+(1—p)§nP(X:n—1)+p(1—p)i nP(X:n—2)+p2(1—p)inP(X:n—S)
n=4 n=4 n=4

:3p3+(1—p)§(n+1) P(X:n)+p(1—p)§:2 (n +2) P(X:n)+p2(1—p)§:1(n+3) P(X =n)

=3p° + (1 - p)(E(X) + 1) + p(1 - p)(E(X) +2) + p*(1 - p)(E(X) + 3)
=1+p+p°+(1-p)E(X)

2
donc E(X) = 1_+%3+_p_

REMARQUES: :
Q) Le lecteur est invité a comprendre la résolution graphique suivante, ou I'on a posé :

2
H:1+1+2p:1+gz+p

1-p

o| —P[p| —L—[PP] —2—[PPP
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%) L »|PP| —2—[PPP

%) L »|PP| —2—[PPP

1p
p
I-p\ |11
o1 .[pP] —L[PPP
1+p
i mE—1)+1
p
2
OnaE(X):l—;}E+H(%—1)+1:E_1—+EJ—p—
% 1 » | PPP
T
p
O On aaussi :
X =Y +1+1gX'

ou Y est le nombre de tirages pour passer de I'état & a I'état PP pour la premiére fois, B I'événement

"le tirage qui suit est Face", et X' une variable aléatoire de méme loi que X. E(Y) = %;E d'apres le

c). Donc :
E(X) =E(Y) + 1+ E(1sX") = E(Y) + 1 + E(1g)E(X)

:1—;2-9+1+(1—p)E(X)
donc E(X) :1—+53+—p—2

e) Onamaintenant P(X =1)=P(X=2)=..=P(X=a-1)=0, P(X = a) = p.
Pourn>a+1:

PX=n)=(1-pPX=n-1)+p(L-pP(X=n—-2)+...+p* (1 —p)P(X =n—a)
donc :

E(X):inP(X:n):apa+ inP(X:n)
n=1

n=a+l

=ap+ > n(A-pPX=n—1)+p(L-PPX=n—2) + ...+ p (1 - PPP(X = n - a)

n=a+1
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= ap® + (1) iln P(X=n— 1) +p(1-p) iln P(X=n—2)+..+p* (1 p) ilnp(x:n—a)

n=a+ n=a+ n=a+

= apa + (1—p)§: (n+1) P(X=n) + p(1p) i (n+2) P(X=n)+ ..+ pa‘l(l—p) i (n+a) P(X =n)
n=a n=a-1 n=1

=ap” + (1 - p)(E(X) + 1) + p(1 - p)(E(X) +2) + ... + p* (1 - p)(E(X) + a)

=1+p+..+p*t+(1-pHEX)

_l+p+..+p* _ 1-p°
donc E(X)= 3 =3
) p p*(1-p)

REMARQUES: :
0 On pourra adapter la résolution graphique du d) pour obtenir une résolution graphique du e).
O On peut aussi procéder par récurrence. On a:
X=Y+1+1gX'
ol Y est le nombre de tirages pour passer de I'état & a I'état P> (suite de a — 1 Piles) pour la
premiére fois, B I'événement "le tirage qui suit est Face", et X' une variable aléatoire de méme loi

a-2
que X. E(Y) = 1+p -;a"'l+ P d'apres I'hypothése de récurrence, et :

E(X) = E(Y) + 1+ E(1sX") = E(Y) + 1 + E(1g)E(X)

1+p+..+p*t
=S (- PEX)
dou E(X)= 1+p +p'é' +p
O on peut aussi chercher la fonction génératrice G de X a partir de la relation de récurrence des

P(X =n). On trouve que :

a1

G(z) =p°2® + i P(X=n)Zz"

n=a+1

=p°z"+ f (L-p)P(X=n-1)+p(l-p)P(X=n-2)+..+p* (1 -pP(X=n-a))

n=a+1

=pZ+ (A-p)z+p(1- P2+ ..+ p* (1 -p)*) G(2)
=02+ - pe B 6

aoa
dou Gz) = — 2L P2

—z+pz(1-p)
a
On en déduit E(X) = G'(1) = palTl_pE La loi de X pourrait se trouver en développant G en série

entiere mais c'est compliqué.
O Cet exercice intervient aussi dans le nombre de touches a taper sur un digicode, sachant que le
code a trouver est constitué de a lettres, que le digicode comporte m touches, qu'on tape sur chaque

touche au hasard (avec donc a chaque fois une probabilité de p = % que la touche soit bonne) et que,

si on appuie sur une touche erronée, toutes les touches appuyées sont oubliées. L'espérance du

. 1-p? 1
nombre de touches a appuyer est Il U avecp=-—.
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f) Le nombre moyen de tirages entre un tirage F et le tirage F qui suit (le F initial étant non compté

et le F final étant compté) est 1_1p espérance de la loi géométrique de paramétre 1 —p. Le temps

moyen de passage entre deux voitures est donc % Le debit est alors :

_1-p_al-p)
D=7 T

On peut dire aussi que, pendant une durée A = nt, le nombre de véhicules qui passent suit une loi
@B(n, 1 - p) d'espérance n(1 — p) et donc que le nombre moyen de véhicules par seconde est :
p="-p)_1-p
A t
D'aprés la question e), on a:

_. 1-p* _1-p
tE(X) = t =
) p’1-p) Dp°

or p=1-tD=1- % donc p®=(1- %)a qui tend vers exp(— DT) quand a tend vers l'infini.

1—exp(=DT) _exp(DT) -1
Dexp(—- DT) D
Si le débit D est petit, cette valeur vaut quasiment T, durée de traversée : le piéton traverse sans
avoir a atteindre, puisque quasiment aucune voiture ne passe.
Le temps d'attente et de traversée augmente quasiment exponentiellement avec le débit D.

Donc tE(X) tend vers

Sol.2-7)a)R = Z 1x=o car chague variable aléatoire 1x —o qui prend la valeur 1 décompte un retour
n=1

en 0, et donc leur somme décompte le nombre de retours en 0.
b) Donc E(R) = E(X. 1x =0) = 2. E(1x =0) = 2. P(Xy = 0), donc 0 est récurrent si et seulement si la
n=1 n=1 n=1

série 2. P(X, = 0) diverge, et transitoire si et seulement si . P(X, = 0) converge.

. . . - . 2n
c) Or P(X;, =0) = 0 si n est impair, et pour un indice pair, P(Xz, = 0) = ( N ) p"(1—p)". En effet, sur
2n pas, il faut en effectuer n a droite, et les autres a gauche pour que I'événement {X;, = 0} soit

réalisé. En utilisant la formule de Stirling n! ~ n" e™ \/Znn quand n tend vers l'infini (voir le
chapitre L2/SERIES.PDF), on a:

(2n)*" e /4nn o1 _pyr =& p(L—p))"
n2n e—2n 21N \/E]

Remarquer que 4p(1 — p) est un réel comprls entre O et 1, la valeur 1 étant obtenue si et seulement si

p= —, que 2, — diverge et que Z —= converge si 0 < x < 1. Donc 0 est récurrent si et seulement si

¥ h

2. P(X2, = 0) diverge, si et seulement si p = 5’

Sip> % on derive vers la droite. Si p < % on dérive vers la gauche. Dans ces deux cas, on ne

repasse en 0 en moyenne qu'un nombre fini de fois.
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COMPLEMENTS ET VARIANTES

Q Ainsi, on a montré qu'avec une équiprobabilité de faire un pas a droite ou a gauche, I'espérance
du nombre de retour en 0 est infinie. On peut aussi le voir de la fagon suivante. Le nombre de retour
en 0 au bout des 2n premiers pas est la somme partielle de la série :

2n n n 1 2k 1

> P(X=0) = 3, P(Xa=0) = 3 ¢ pourp ==

k=1 k=1 = 2

e , oan+1(2n . R
et on vérifiera par recurrence sur n que cette somme vaut o n)- 1, quantite equwalente a

%/@ quand n tend vers l'infini, en utilisant la formule de Stirling. Cette quantité tend vers I'infini
T

quand n tend vers l'infini.

O Dans le cas général, pour p # % on peut utiliser le développement en série entiére suivant (voir

les exercices du chapitre sur les séries entiéres L2/SERIENTR.PDF) :

- (Zn) .
= X
\J1 - 4x r% n

pour obtenir une expression exacte de I'espérance :

o] 0 2n
ER) =3 P, =0)= 3 (2 e py 12—t 1= g
n=1 n=0 \J1-4p(1-p) |2p 1|
Q) Si r est la probabilité d'un retour en 0 en partant de 0 au cours de la marche aléatoire, alors :
PR=k =r1-r) on revient k fois en 0 puis on n'y revient plus
Sir<1:

S P(R=K) = r(1-r) =1 ce qui implique que P(R = +x) = 0
k=0 k=0

< 1
ER) =Y kl-nN=——=-—2_"1
. R) gi rd-n 1-r 1-r
= | 1 | -1 d'apres I'expression de E(R) calculée précédemment
2p-1

doncr=1-|2p—1]

Sir=1,P(R=Kk) =0 pour tout k, donc P(R = +wx0) =1 et E(R) = +o.
On voit donc qu'il y a équivalence entre :
0 est récurrent

E(R) =+
la probabilité r d'un retour en 0 est égale a 1
P(R=+w)=1

Il'y a équivalence entre :
0 est transitoire
E(R) est fini
la probabilité r d'un retour en 0 est strictement inférieure a 1
P(R=+x©)=0
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O On peut calculer la probabilité qu'il y ait un premier retour en 0 au bout de n pas de la fagon
suivante.
Pour tout entier n > 0, on note a, le nombre de marches aléatoires a n pas dont la derniere étape est

. . . 2n .
0. Comme on I'a déja vu, a, = 0 si n est impair et az, = ( n ) On convient que ag = 1.

Pour tout n > 1, on note b, le nombre de marches aléatoires a n pas se terminant en position 0, sans
jamais passer par 0 avant la derniere étape. On a:

n
vn>1, a,=> byank
k=1
car pour pouvoir étre en 0 a la n-eme étape, il faut y revenir une premiére fois a la k-eme étape, k

pouvant prendre des valeurs de 1 a n, puis effectuer une marche aléatoire de n — k pas partant de 0 et
terminant en O (le raisonnement est valide y compris pour k = n gréace a la convention ap = 1). Pour x

réel, Posons A(x) = Y ax" et B(X) = . byx". Comme a, et b, sont tous deux inférieurs a 2" (nombre

n=0 n=1

total de marches a n pas), ces deux séries entiéres convergent absolument si |x| < 1. Pour un tel x,

2
ona:
AX)B(X) = > anX" x X bpx"
n=0 n=1
oo N
= Zl kzl an_bi X" en effectuant le produit de Cauchy des deux séries
n: =
=) ax"
n=1
=AKX)—as=A(X) -1
1
DoncB(x)=1—-——.0r:
onc B(x) AX) @)
AKX) =Y agx™" puisque les a1 sont nuls
n=0
- Zn) 2n
= X
e
= ﬁ formule déja rencontrée plus haut dans I'exercice
— 4x
1
nc B)=1l--—>—=1-+1-4
donc B(X) AX) X

On vérifiera que le développement en série entiére de B(x) donne :

1><3><...><(2n73) n2n 1 (an 2n
B(x) = E 4 = E et .
(X) n=1 2” nl X n=1 2n_1 n X
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L N 1 2nj
Donc b, = 0 si n est impair et by, —m( n )

La probabilité de revenir en O pour la premiere fois en 2n pas est :

Pan = bann(l - p)n
Elle est nulle si le nombre de pas est impair.
La probabilité r de revenir en 0 au moins une fois est :

r :é Pn = gbann(i -p)"=BNPL-p)

qui redonne la valeur r = 1 — |2p— 1| déja rencontrée. Mais on peut ici calculer I'espérance du

nombre de pas pour revenir en O pour la premiere fois. Si Y est ce nombre de pas, les calculs
précédents expriment que, pour tout n > 1, P(Y =n) = py, nul si n est impair, et :
P(Y =2n) = pzn = banp"(1 - p)"

r n'est autre que >, P(Y =n) = P(Y < +o0), ce qu'on peut aussi écrire :

n=1
P(Y=+0)=1-r=|2p—1] probabilité de ne jamais revenir en 0.
Sip# % E(Y) = +o0, mais curieusement, c'est aussi le cas si p = % bien que la probabilité de revenir

en O soitalorsde 1:
E(Y)= Y. nP(Y =n) = 2np,,
n=0 n=1

2nbpy 1 (20" e 2\/nn _ 1
2" 4" n®™e®2mn \[m

Il est intéressant d'effectuer une simulation numérique de ce cas, afin de comprendre cette apparente

contradiction.

Polya a montré que O reste récurrent lors d'une marche aléatoire équiprobable dans Z?, mais devient

transitoire pour les marches aléatoires dans Z°, d > 3.

Or 2npon =

terme général d'une série divergente.

Sol.2-8) a) Utilisons la formule des probabilités totales en considérant le systéme complet
d'événements :
A = {on tombe sur Pile au premier lancer}
et B = {on tombe sur Face au premier lancer}
Ona:
Pk = P(ruine en partant de k | A) x P(A) + P(ruine en partant de k | B) x P(B)
Mais P(ruine en partant de k | A) = P(ruine en partant de k + 1) = Py,1, puisque, si A est réalisé, on
va se déplacer de kenk + 1.
De méme, P(ruine en partant de k | B) = P(ruine en partant de k + 1) = Py ;.
Par ailleurs, P(A) = P(B) = % donc Py = % Pye1 + % Px_1.
Il s'agit d'une suite récurrente linéaire double dont I'équation caractéristique est r’—2r+1=0
possédant 1 comme racine double. 1l existe donc A et u tel que, pour tout k, Py = A + uk. Or Py =1 et

Pb:Odoncx:1etx+pb:0doncu:—%.Ainsi:
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_b-k
b
Symeétriquement, la probabilité d'atteindre b est E La somme des deux probabilités vaut 1, ce qui

Pk:]__

olx

signifie que le jeu s'arréte presque sdrement.

b) L'espérance de gain vaut O x P, + b(1 — P,) = b(1 — b;ba) = a. Le jeu est parfaitement neutre :

I'espérance de gain est égale a la somme possédee initialement.
c) On peut supposer les X, a valeurs dans N, puisque, la partie se terminant avec une probabilité 1,

P(Xk = +0) = 0 pour tout k.
Comme au a), on a, pour toutn>1:
P(Xk=n)=P(Xk=n]|A) x P(A) + P(Xk=n|B) x P(B)
=P(xk+1=n—1)x%+P(xk,1=n—1)X%
Osik=0etk=b

avec P(Xy = 0) :[ 1 sinon

Donc :

E(X) = in P(X, = n)

=S N PXei=n-1)+1 > nPXc1=n-1)
2n:l 2n:l

=%(§1P(xk+1:n—1)+ i(ﬂ—l) P(Xiw1=n-1))

+%(§1P(Xk1 =n-1)+ 2(”‘ 1) P(Xk1 =n-1))
E(Xk+1) + E(kal)
2

=2+ E(X)) +3 1+ BG4y =1+
On a E(Xp) = E(Xp) = 0.

. . - : . 1+
Les suites generales (ux) vérifiant la relation de récurrence ux = 1 + Y & Ui

sont sommes d'une
suite particuliére vérifiant cette relation (par exemple la suite u, = — k%) et d'une suite générale
— Uk + Uk

verifiant la relation uy = B ces derniéres étant de la forme A + pk, comme on I'a vu dans le

a). Ainsi, E(Xy) est de la forme E(X) = A + pk — k. Ona E(Xg) =0 =A et E(Xp) =0 = A + pb — b?
donc A =0 et p=b. Donc E(X,) = bk — k%. Donc E(Xa) = a(b —a), produit des distances de a aux
deux points terminant le jeu.
d) Posons g = 1 — p. La relation de récurrence verifiee par les Py devient :

Pk =p Pi+1 + Q Pes
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L'équation caractéristique devient pr® — r + g = 0, dont les racines sont 1 et % Il existe A et u tels

k
que, pour toutk, Py=A + %R =L+ up gt Les valeurs Py = 1 et P, = 0 permettent d'en déduire les

expressions de A et tt,kpuis I'expression finale de Py :
b b
Pk = g_q}ing_
De méme, la relation de récurrence portant sur les E(Xy) devient :
E(Xi) =1 + pE(Xe1) + 9E(Xic1)

Une suite particuliére vérifiant la récurrence ux = 1 + pug+1 + quk_; est donnée par uy = ——. La

k
solution géneérale est donc de la forme +A+ %R Les conditions limites E(Xo) = E(Xp) =0

permettent de trouver A et p, et finalement, on trouvera :
B0 = K- b gy
g-p 9-Pp 9 -P
On pourra vérifier que Iir£1/2 E(X,) = bk — k?, redonnant le résultat du c).
%

La valeur de E(Xy) est utile pour le joueur de roulette qui se contente de miser sur la couleur noire

ou rouge de la roulette. Il y a 18 cases rouges, 18 cases noires et la case 0. On a alors p = % et
_19
9737

Le joueur possede a = 50 euros et s'arréte de jouer s'il est ruiné ou s'il parvient a la somme de
b =100 euros. La probabilité d'étre ruiné est Psy ~ 0,937. Le nombre de parties jouées est en
moyenne de E(Xso) ~ 1618.

Si on est plus modeste avec a = 10 euros et b = 20 euros, alors P1g ~ 0,632 et E(X10) ~ 98.

Sip< % et b tend vers l'infini (cas du joueur compulsif ne parvenant pas a s'arréter, sauf s'il est

ruiné), on a a la limite P, = 1 (certitude de finir ruiné) et E(X,) = 2

Sol.2-9) a) X; suit une loi géométrique de parametre p = n—i+1 sur N*, de fonction génératrice
__pz

1-(1-p)z

b) Les X; sont indépendantes puisque les tirages successifs sont avec remise. On a donc :

Zn

z 2z ~(h-1)z
1><(1—n)><(1 n)x...x(l - )

6x0 =160 =1
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n-1
c) La somme Za—" est la decomposition en éléments simples de 1 . Pour
ke1q kz z (n—1)z
1-= 1-9.1-+—2>
n n n
, . - e 1 g
déterminer ay, on multiplie les deux membres de I'égalité = > kkz par

a-3.a —%) g ke

1 —%, on simplifie ce facteur au numérateur et au dénominateur du membre de gauche, puis en

remplace z par n.

k
R (1—‘“1)(1—‘”1) a-
(-9 > ) e
_ 1 knfz
B P Ty o
:(_1)n717kL
Kl(n—1-K)!
_ nik k™t (n-1
_(_1) 1k(n_1)!( k )
n—-1 n-1 _
Donc Gx(2) = 2—,: z" k; (S (nk_ D! (n k 1) 1kz

124
n

d) On développe en série entiére tous les Lkz ce qui donne :
1-2£
n

knfl (n—l) o) kam

- n_' n IS n-1-k
GX(Z) - nn z I; (_1) k m

(n—21)! m=0 N
o n-1 L n—1 km+n71 Zm+n
o n-1 L n-1 m-1 _m
=3 Sy (M HEE
m=n k=1 n
_ _ n-1 1k n—1 kmfl
donc vm=nPX=m)=> (1) K )t
k=1

Dans le chapitre LL/DENOMBRE.PDF, on montre gque le nombre de surjections d'un ensemble a n

q
éléments dans un ensemble & q éléments est o(n, q) = > (-1)%* (E) k". Donc P(X = m) est égal a
k=1

o(m-1,n-1)
nm—l
est vue comme une application fde [1, m ] dans [[1, n]], qui, a un tirage de rang k entre 1 et m

. On retrouve ce résultat directement comme suit. L'exécution de m tirages successifs
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associe la valeur f(k) du jeton tiré. Dire que cette application est surjective, c'est dire qu'on a procédé
a m tirages successifs ayant permis de tirer tous les jetons. C'est donc dire que I'événement X <m
est réalisé. Dire que X = m, c'est dire que f est surjective de [1, m—17]] dans [[1, n]] privé d'un
élément r (de sorte qu'on n'a pas X <m — 1) et que f(m) = r. Le nombre de telles applications f est n
x o(m — 1, n — 1) (n choix possibles de r multiplié par o(m -1, n—1) choix possibles d'une
application surjective de [1, m— 1] sur [[1, n ] \{r}). Le nombre total d'applications de [[1, m ]
dans [[1, n Jest n™, correspondant au nombre total de tirages possibles de m jetons. Tous les tirages
étant équiprobables, la probabilité que X = m soit réalise est :

P(X = m) = n x o(m— 1n 1) _o(m- 1n 1) _ Z(l)“l"(n 1)km1

n™ n™ n™1
. . S 5 _n-k+1 _ n .
e) Puisque X suit une loi géometrique de parametre p = , E(Xy) = T Donc :
L 1
E(X) = ZE(Xk)—n Z —k+1 nk b ~nlIn(n)
n
Pour I'équivalent > % ~ In(n), voir le chapitre L2/SERIES.PDF
k=1
_1-p_ (k=Dn _ : Y .
f)OnaV(Xy) = P et les X sont des variables aléatoires indépendantes. Donc :
VOO = Y V()= n Y oKl =n 20K Koyl nylopylopr
k=1 k+1) = =1 K e K =1 K 6

2

La valeur Z%z % est donnée dans le chapitre L1/SERIES.PDF.
k=1

Sol.2-10) a) Le graphe indiqué correspond aux possibilité de passage d'un sommet a l'autre du cube,
So étant le sommet initial, S4 le sommet diamétralement oppose, S1 un sommet quelconque adjacent
a Sp auquel on parvient en partant de Sp, S, un sommet quelconque adjacent a S4, S3 un sommet de
type S; auquel on parvient depuis un sommet S, et autre que le sommet S; dont on est parti pour
parvenir a ce sommet S,.

Sz S,

S; 5

S / S,
So S

b) Pour toutk > 3 :
P(To=1)=P(To=2)=0
P(To=k)=P(Ty=k-1)

Pourk>2:
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P(T:=1)=0
P(T:=k)=P(T,=k-1)
Pourk>2:

P(ngl):%

P(Tzzk):%P(ngk—l)

Cette derniére égalité est obtenue en appliquant la formule des probabilités totales, en conditionnant
par rapport aux événement A = "on va du sommet S, au sommet S3" et son complémentaire B = "on
va du sommet S, au sommet S, :

P(T.=k) =P(T,=k|A) x P(A) + P(T, =k | B) x P(B)
Mais P(T, =k | A) n'est autre que P(T3 =k —1) et P(T, = k| B) est nul puisque k > 2.
Pourk>2:

P(T;=1)=0

P(T3:k):%P(TZ:k—1)+%P(T0:k—1)

Pour cette derniére éegalité, on applique la formule des probabilités totales, en conditionnant par
rapport aux événement A = "on va du sommet S; au sommet S," et son complémentaire B = "on va
du sommet S; au sommet Sg".
Donc, en multipliant chaque P(T; = k) par z“ et en sommant de k = 1 & I'infini, on obtient :
[ 90(2) = 201(2)

91(2) = 202(2)

02(2) = 5+ 5 6:(0)

B 03(2) = % 02(2) + % do(2)

En effet, par exemple pour g, :

0@ =3 P(T =KX =2 + 3 P(T, = K)Z*
k=1 2 =

P(T3=k- 1)z

0
NN
+
N
M8

>~
11
N

8

+

P(T5 = k)
1

NIN
NIN
il

2,12
—2"‘293(2)

c) On résout le systéme obtenu et on obtient :

0 = —2—
4-7°-17
02 = 4 —22222— 7'
92(2) = rzzz_ﬁzr
93(2) = %%
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A partir de go, on en déduit :

E(X) = E(To) = 90'(1) =6

E(X(X-1)) = go"(1) = 49

V(X) = E(X(X- 1)) + E(X) - E(X)*= 19
0 On peut aussi en profiter pour tirer E(T1) = ¢g1'(1) = 5, E(T») = 4, E(T3) = 6. On pourra réfléchir
pourquoi il est assez naturel que :

E(To) =E(Ty) +1

E(T)) =E(Ty) +1

E(T,) =1+ % E(Ts)

E(Ts) = % E(T,) + % E(To) + 1

Une démonstration convenable de la derniére égalité ci-dessus par exemple consiste a remarquer
que, si on considére les événements A = "on passe du sommet 3 au sommet 2" et son
complémentaire B = "on passe du sommet 3 au sommet 0", la formule de I'espérance totale donne :
E(Ts) =E(Ts|A) + E(T;s | B)
=E(T,+1|A)P(A)+E(To+1|B)P(B)
puisque, si on suppose A réalisé, T3 = T,' + 1 avec T,' variable aléatoire de
méme loi que T,. De méme pour B.
1

=5 (E(T2+1)+E(To+ 1)

car T, et Ty sont indépendants des événements A et B qui les ont précédés
ona:
=LE(T) + SE(Ty) +1
2 2

0 On peut aussi déterminer E(To) graphiquement, comme on I'a fait dans un exercice précédent. On
indigque en noir la probabilité de passer d'un état a un autre, et en rouge I'espérance du nombre
d'arétes a parcourir pour changer d'état :

S| ——— [5] — 2 [5,] —Y2.5,
1/2| |1/2
1/2
S3
So —;' Sz i’ Sy
1/2| |1/2
1/2
S3
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1 1/2

So| =— |S2| —|Ss

1/2

So — S| — | S,

1/2

So — S| — | S,

Um
3

Le nombre de fleches pour passer de I'état S, a I'état S, suit une loi géométrique de parameétre p = %
1

L'espérance de ce nombre est B =2, la fléche finale correspond au parcours final par la fourmi d'un

aréte S, — S, et la fleche précédente correspondant a un nombre moyen de 3 arétes parcourues. On
peut donc réduire le graphe précédent au graphe suivant :

So —1 S| — |
2 4
1
S| T L

et on retrouve bien E(Ty) = 6.
d) 1l suffit de développer go en série entiére pour trouver la loi de X. On factorise le dénominateur
de go pour la réduire la fraction en éléments simples :
Jo(2) = 2z - 2
= =

_ 27
“(@-2)(b+2)

en posant a = 3@ eth= 3@ pour alléger les notations

3
2z 1 .1

:a+b(a—22 b+ 7°

)
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223 1 ooZZH 1 ) N ZZn
= = =+ = 1) =—
a+b(anz a" bnzz(:)( ) b"
- 2 S 1 n 1 2n+3
—a+b(r;)awr+(—1) D) Z

Compte tenuquea+b :\/1_7, i :@et b :3@, on en tire :
Vn>0,P(X=2n+3)= ﬁ ((;Cl +8 Ly _ (4Cl _8 Ly

Sol.2-11) a) Pourk>m:
Y=k Xi+..+Xi=m-1etXy=1, donc:
P(Y=K) =P(Xys+..+Xya=m-1et X, =1)
=PX1+ ..+ X1 =m-1)P(Xc=1)
en vertu de lI'indépendance des variables aléatoires indépendantes. Sk 1 = X3 + ... + Xy 1 suit une loi
binomiale B(k - 1, p) donc :

Pev=l=( K7 Jom @

On peut aussi dire que, sur les k tirages, le dernier est un succes (Pile), et qu'il faut donc choisir
m — 1 succes parmi les k — 1 tirages précédents, les m succés ayant chacun une probabilité p et les
k —m échecs ayant une probabilité 1 —p.

b) On utilisera la formule (voir au besoin le chapitre L2/SERIENTR.PDF) :

1 _ w( k )km+1_w(k+m_1) k
(1—X)m_k=%11 m-1)% _kZ:(:) m-1 )%
Onaici:
a - k_l k—-m mOO
k_ZF’(Y=k)=k_Z m_1/P (@-p"=p kZO

Cela signifie que Y est presque sdrement fini.

¢) Gy(2) = éP(Y =K 2= kz(nk{_ll) p" (L -p) "2

L-pf=r—P =1

kK+m-— 1) m
a-a-p)"

o 5 (% Japm

_ lgmzm
1L —z(1-p)"
donc: .
oy = mzm p(1-z(1- p))+m(1 p)p"z"
S R R e
_ mzm— pm
1- z(l ~p)™*
E(Y) = Gy'(1) = r;
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V(Y) = Gy"(1) + Gv'(1) - Gv'(1)’

p
d) La fonction génératrice d'une variable aléatoire geométrique est ﬁF()i—p)) Or la fonction
géneratrice d'une somme de variables aléatoires indépendantes est le produit des fonctions

m_,m
géneratrices de chaque variable. Donc la fonction génératrice demandée est (Th Clest
cellede .

On retrouve alors le fait que E(Y) = % somme des m espérances % des variables géométriques, et

que V(Y) = ﬂ%{—m somme des m variances 1—p}9 des variables géométriques.

On peut dire aussi que les m variables aléatoires indépendantes Y; dont Y est la somme sont telles
que Y, est le nombre de lancers pour obtenir le premier succes, puis Y, est le nombre de lancers
supplémentaires pour obtenir le deuxieme succes, etc. jusqu'a Yn qui est le nombre de lancers
suivant Y, ; pour obtenir le m-eme succes.
e) PX:1=1)=P(Y;:=1)=p
P(X2 = 1) = P(Y1 =2ou (Yl =letY,= 1))
=(-pp+p’=p
Montrons par récurrence que P(X, = 1) = p. Supposons que cette propriété soit vraie jusqu'au rang
n—1. On a ensuite, en notant Y une variable aléatoire générique suivant une loi géométrique de
parametre p :
PXn=1)=P(Y1=nou(Fk>2,3m<n-k+1,Yi=m Y1+ ..+Yx1=n-m))
=P(Y=n)+PE@mM<n-1,3Fke[[2,n-m+1],Yk=m Yi+..+Y1=n-m)
n-1n-m+1

=P(Y=n)+> > P(Yy=m,Yi+..+Y1=n-—m)

m=1 k=2
n-1n-m+1

=P(Y=n)+ > > P(Yy=m)P(Y1+..+Y1=n-m)
m=1 k=2
n-1n-m+1

=P(Y=n)+> > P(Y=m)P(Y1+..+Y1=n-m)
m=1 k=2
n-1 n-m+1

=PY=m+ 2P =m) 2 P(Yit..+Yia=n—m)

m=1

=P(Y=n)+ nil(P(Y:m)rin P(Y:1+..+Yy=n-m))
m=1 k=1

=P(Y=n)+ ni P(Y=m)P(Xym=1)
m=1

n-1
=P(Y=n)+p>, P(Y =m) d'aprés I'hypothése de récurrence
m=1
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n-1
=(1-p"'p+p Zl(l )
m=

=@1-p)"p+pl-(L-p™h

=p
On peut simuler cette situation en effectuant des expériences de Bernoulli indépendantes de
probabilité p. Y est le nombre d'expériences a réaliser apres le k — 1 succés pour obtenir le k-eme.
Mais alors X, est exactement I'événement "obtenir un succes au n-eme lancer". Il donne donc le
résultat de la n-eme expérience de Bernoulli.

6- Solutions sur les couples de variables aléatoires

Sol.3-1) a) Soit A I'événement "on choisit le jeu 1" et B son complémentaire. On a alors :
G:1A><61+1B><Gz
G, et A sont indépendants, de méme que G, et B. Donc :
E(G) =E(laxG1+1px Gp)
= E(1a) E(Gy) + E(1e) E(G2)
= P(A) E(Gy) + P(B) E(G2)
_ E(Glf + E(Gz)
- 2
On peut aussi utiliser la formule des espérances totales :
E(G) =E(G | A)P(A) + E(G | B)P(B)
= E(G1)P(A) + E(G,)P(B)

b) De méme :

G’=1axG2+1px G2  carlp®=1aet1pn1z=0
donc :

£(6?) = EC)  EG)

2
Il en résulte que :
V(G) = E(G?) - E(G)?
_E(GA +EGY) (EG1) + EGay

2 2
_V(G) +V(Gy) , E(GH) +E(GY) (E(Gl) + E((32))2
2 2 2
_V(G) +V(Gy) , (E(Gl) — E(Gz))z
2 2

La relation demandée est vérifiée si et seulement si E(G;) = E(G,).
Sol.3-2) a) P(T>X)=P(dne N, X=netT>n)

=Y P(X=netT>n) car les événements {X = n et T > n} sont disjoints
n=0

=Y P(X=n)P(T >n) car X et T sont indépendantes
n=0
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- z P(X = n)(1— p)"

=Gx(1-p)
_P(T>X+YetT>X)

PDYP(T>X+Y|T>X)= P(T>X)

_P(T>X+Y)

~ P(T>X)
_Gxsy(1—p)

Gx(1-p)

=Gy(1-p) car X et Y étant indépendantes, Gx+y = Gx Gy.
=P(T>Y)

Sol.3-3)a) PXY =n)=P(X=netY=1)+P(X=-netY =-1)
=pP(X=n)+ (1 -p)P(X=-n)=P(X=n)
donc XY a méme loi que X.
b) E(X) = 0 = E(XY), donc :
cov(X, XY) = E(X?Y) = E(X))E(Y) car X et Y sont indépendantes
= (2p - DE(X?)

La covariance est nulle si et seulement si p = % Méme dans ce cas, les deux variables ne sont pas

indépendantes, puisque si on sait que X =n, XY ne peut prendre que les valeurs + n.
c) E(XY) =0donc:

cov(| X[, XY) = E(| X|XY)
= > n[n|PX=n)p- X nln|P(X=n)1-p)=0 pour toutp
neZ nezZ

Comme au b), |X| et XY ne sont pas indépendantes.
d)OnaP(Zz=1)=P(X>0)=P(X<0)=P(Z=-1),doncP(Zz=1)=P(Z=-1) = % donc E(Z) =0,
donc :

cov(|X|, 2) = E(|X|2) = E(X) = 0
Pourn>0,P(X|=nz=1)=P(X=n) = % P(X| = n) = P(X]| = n) P(Z = 1), donc les deux

variables aléatoires | X | et Z sont indépendantes.

n ]

Sol.3-4) P(X<n<X+Y)=)> Y P(X=xY=y)

x=0 y=n—x

n 0
>(A-9qq
=0 y=n—x

x=0y

=§0(1q)2qx >

y=n-x

-08 -



-2(1 a)’q —q—q

=X§O(1—q)q”

=(n+1)(1-qg)q"
Pour0<k<n:

PX=ketX<n<X+Y)= Y PX=kY=y)
y=n-k

= ik(l -9’ q“¢’=(1-q)"

y=n-|

done. PX=kIX <X+ )= oyt

Il s'agit d'une loi uniforme sur [0, n .

INTERPRETATION : On répéte des expériences de Bernoulli. X est le nombre d'échecs jusqu'au
premier succes (au rang X + 1) dont on suppose qu'il a lieu au plus tard au (n + 1)-eéme tirage, puis
Y est le nombre d'échecs jusqu'au deuxieme succes (au rang X + Y + 2) qu'on suppose avoir lieu au
plus tét au (n + 2)-eme tirage. Donc, parmi les n + 1 premiéres expériences de Bernoulli, on suppose
qu'il y a eu un et un seul succes. Celui-ci peut se produire a n'importe quel tirage de facon uniforme
entre letn+ 1.

Sol.3-5) E(X) = E(X) =m
E(T?) =V(X)=6°
Si on connait lI'espérance m de X, T2 est une variable aléatoire dont I'espérance est égale a la

variance de X. Noter le facteur % deT.

Dans la suite, pour les calculs de E(S?), cov(X, T2), cov(X, S%), on peut raisonner sur les variables
centrées X; — m. En effet, chacune des ces quantités est invariante par translation des X;. On

renomme X; —m en X;, afin d'alléger les notations. o devient E(X3) et E(Y) devient 0.

2= nll(ZXk _ XX +nX )_%(Zxk X 40X )
donc E(S)- (ncs —nx—ZZE(X. )) (les E(XiXj) = EQX)E(X;) sont nuls)
1
ﬁ(nc —6%) =’
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Si on ignore la valeur de I'espérance m de X, S? est une variable aléatoire dont I'espérance est égale &

la variance de X. Noter le facteur n_ll de S. Certaines calculatrices scientifiques donnent les deux

facons d'estimer cette variance a partir d'un échantillonnage, et il convient a l'utilisateur de savoir
laquelle il doit utiliser, en fonction de sa connaissance ou non de I'espérance de X.

E(XT?) = % E(xs) =< (les E(X.X%) sont nuls, pour i > 1)
2 1 < v
De méme, en reprenant I'expression S° = —1 Z -nX):
2 1 < 2 VAl
E(X:SY) = 1 Z E(X1X") —nE(X1 X))
__1 _
——1( ——E(XlZXk)) =

donc E(XTY)=E(XS? = % = cov(X, T?) = cov(X, S?)

¢
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