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| : Divers types de convergence

1- Définition
Soit (fi)nep UNe suite de fonctions définies sur un méme ensemble de définition D et a valeurs

réelles ou complexes. On s'intéresse a la fonction f limite des f,. Quel sens donner a cette limite ?
L'idée la plus naturelle est de définir, si elle existe, la fonction f par f(x) = lim f,(x), pour x
n—oo

guelconque dans D. Si une telle fonction f existe, on dit que f est la limite simple de la suite (f,).
Cette notion est la premiére qui a été utilisée, surtout a partir du XVIlleme, mais il s'avére qu'elle ne
posséde aucune propriété satisfaisante. En effet :

Q Si les f, sont continues, il n'en est pas de méme de f.
EXEMPLE : f,(x) = x" sur [0,1]. On a f(x) =0 si x < 1 et f(1) = 1, donc f est discontinue en 1.

-1-



Autrement dit, lim lim fy(x) est différent de lim lim fy,(x). On ne peut pas intervertir les
X—>Xp N—>0 N—00 X—>Xo

limites sans précaution.

Q Si les f, sont dérivables et convergent simplement vers une fonction dérivable f, il n'y a aucune
raison que les dérivees f,' convergent, et méme si c'est le cas, qu'elles convergent vers f .

EXEMPLE : fy(x) = % sin(nx) sur R.. On a f(x) = 0 et donc f '(x) = 0. Mais f,'(x) = cos(nx) n'admet en

général aucune limite.

Autrementdit,i[ lim fy(x)] est différent de lim ifn(x). On ne peut pas intervertir les symboles
dX ‘n—oo n

—yo0 dX
de limites et de dérivation sans précaution.

Q Si les f, sont intégrables sur 1, et converge vers f, on peut tres bien avoir :

Jf(t) dt= lim J fo(t) dt
| N—00 |

Autrement ditJ lim fy(t) dt est différent de lim J f,(t) dt. On ne peut pas faire traverser le
| N—o0 N—oo |

signe d'intégration par le symbole de limite sans précaution.

EXEMPLE 1 :
1
O Cet exemple est di & Darboux®, en 1875. D'une part, J 2n’x exp(— n*x%) dx vaut 1 — exp(— n?),

0
de limite égale a 1, et d'autre part, sous l'intégrale, la fonction tend vers 0 quand n tend vers l'infini
pour tout x de [0, 1]. Il semble que ce soit la le premier exemple explicitement mis en évidence sur
cette question.

EXEMPLE 2 :

0 Des exemples un peu plus simples peuvent étre trouvés. Sur | = [0, 1[, f.(x) = n?" converge vers
2

f(x) = 0. Pourtant J f,(t) dt = —"— tend vers I'infini.

n+1
|

O Un exemple comparable s'applique & I'intervalle fermé [0, 1] en prenant f,(x) = n?x"(1 — x). Cette

suite continue a converger vers la fonction nulle, pourtant :
2 2 2

1
2,0 n n n
1 - - - - 1.
L nx (1 —x) dx nil n+2 (eDn+2) tend vers

! Gaston Darboux, Mémoire sur les fonctions continues, Annales scientifiques de I'ENS, 2éme série,

tome 4 (1875), p.77, 84,
http://archive.numdam.org/ARCHIVE/ASENS/ASENS_1875_2_4_/ASENS_1875_2_4_ 57_0/ASENS_1875_2_4_ 57_0.pdf
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Les fonctions x — n®x"(1 — x) convergent simplement
vers 0, mais leur intégrale ne tend pas vers 0.

EXEMPLE 3 :

0 n
QO On peut vérifier par récurrence que, pour tout n, J et % dt = 1 (effectuer une intégration par

0
parties). En faisant tendre n vers l'infini, on a donc :

0 tn
lim J et—dt=1
n!
0

n—oo
['e) ; tn
alors que lim e'=dt=0.
n—owo N
0
0 n
Plus généralement, pour x > 0, soit 1n(x) = J et % dt. En intégrant par parties, on obtient la relation
) !
Xn
In(X) = e~ ot Ih-1(X)
n Xk
donc (par récurrence) I,(x) = > e~ W en partant de lo(xX) =e¢™*. On a:
k=0 :
lim lim 1,(x)= lim 0=0
N—>00 X—>+00 N—o0



alors que :

) k
. . . v X .
lim lim I,(X)= lim > eX—I: lim 1=1
X—>+00 N—>00 x—>+woko  K' x>t

donc lim lim I,(xX)= lim lim Iy(X)
N—>00 X—>+00 X—>+00 N—»00

Le fait de permuter les deux symboles lim donne des résultats difféerents.

On est donc amené a chercher d'autres criteres de convergence, ayant de meilleurs comportements.

On peut en particulier définir lim f, au moyen de lim | f,—f| =0, en choisissant une norme
N—»o0 n—o0

sur l'espace des fonctions (voir L2/EVNORME.PDF). Il existe cependant plusieurs normes
possibles, non équivalentes. On dira que :

O (fo)ney converge uniformément vers fsur I'si lim | f,—f|l. =0, ou || f || = Sup {| f(x)| |x e I}
N—o0

(notée également N..(f)). Cette définition n'a de sens que pour les fonctions bornées.
Q (fi)nen CONverge en moyenne vers fsur 1si lim || f,—f |1 =0, 0u | f|: = J |f(t)| dt (notée
N—00
|

également Ny(f)). Cette définition n'a de sens que pour les fonctions intégrables sur I.

Q (fi)nen CONverge en moyenne quadratique vers fsur I'si lim | f, —f|> =0, ol on a posé
N—o0

I fll2 =~ /J |f(t)|2 dt, notée également N(f). Cette définition n'a de sens que pour les fonctions de
|

carrés intégrables.

Nous utiliserons essentiellement les notions de convergence simple et uniforme. Regardons de plus
prés ces deux notions :
(i) La convergence simple sur I signifie :

Vxel, Ve>0,3N,VnxN,|f(x)—f(x)|<e

(i) La convergence uniforme sur | signifie :
Ve>0, AN, V=N, Vxel|f(x)—fx)|<e

car [ fo—fle<e < VX el |[fa(x) - f(X)] <e.

La différence entre les deux définitions provient uniquement du fait que, dans la premiere, la valeur
de N dépend du choix de x et de ¢, alors que dans la deuxiéme, la valeur de N dépend de & mais est
indépendant du choix de x. La convergence uniforme entraine a fortiori la convergence simple. Du
point de vue pratique, pour montrer qu'une suite (f,) de fonctions converge uniformément vers une
fonction f, on détermine d'abord f en cherchant la limite simple de f, puis on essaie de majorer

|fn(x) ff(x)| par une suite (up) indépendamment de x et qui converge vers 0. On a en effet dans ce
cas || f, — f ||l < un qui tend vers 0.



2- Exemples
Q Soit f,(x) = x", pour x élément de [0, 1]. Pour x < 1, la limite simple est 0. Pour x = 1, elle vaut 1.
Ona| f,—f |l = 1. Donc la convergence n'est pas uniforme. Soite >0etx € € [0, 1[. Ona |x”| <g

dés que n > N, avec N > % On voit bien que N dépend de ¢ et de x et qu'il est impossible de

prendre un méme N sur tout l'intervalle [0, 1[. Par contre, si on se limite a un intervalle [0, a], avec

a<1, alors on peut prendre N > %, et la convergence est uniforme sur [0, a], ce dont on peut

s'apercevoir directement en écrivant que || f, ||l.. = a", la norme étant ici calculée sur [0, a].

Q Soit fy(x) = sin(ﬁ) sur R. La limite simple est 0, mais || f, | =1 qui ne tend pas vers 0, donc il

n'y a pas convergence uniforme sur R. Cependant, si on se limite a un ensemble borné [-a, a], on
a:

I llo = Sup { sin()|. x « [-a, ] }

Pour n assez grand, (par exemple des que % < g), la fonction x — sin(ﬁ) est croissante donc :

vV X €[4, a],

sin(ﬁ)

< sin(%)

et | T |l = sin(%) qui tend vers 0.
et la convergence est uniforme sur tout segment.

Le fait qu'une suite de fonctions ne converge pas uniformément sur R, mais converge
uniformément sur tout segment de R est une situation qu‘on rencontre fréquemment.

O Dans le méme ordre d'idée, on dit qu'une suite (f,) est uniformément bornée sur un intervalle |
si la suite (|| fn ||..) est bornée. Autrement dit :

AM,VneN,Vxel x| <M
On peut trés bien avoir une suite (f,) qui est uniformément bornée sur tout segment d'un intervalle |
mais qui n'est pas uniformément bornée sur I.
sin(3) sin((1E1X ”21 X)

n
Ainsi, soit | =10, 2nx[ et f,(x) = > sin(kx). On montrera que fy(x) = en sommant
k=1 sin(g)

no
la suite géométrique > e

puis en prenant la partie imaginaire. Pour x = 5%72 ona fn(ﬁgﬁ) ~ 32@ non
k=1

borné. Donc la suite n'est pas uniformement bornée sur ]0, 2x[.

Cependant, pour tout o € ]0, x[, avec lI'expression de f, donnée ci-dessus, on a :
v x e [0 21— o, | fa(0)] < —2— < —2

sin(g) sin(%)
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Donc la suite (f,) est uniformément bornée sur [a, 2 — o] par le nombre
sin(%)

2 2
. + ; ; ;
Q Soit f,(x) = cos Xn M) sur R. On a Il o llo = % donc la suite converge uniformément vers 0 sur

R.

2

n
Q Soit fy(x) = (lXTXz) sur R. (f,) converge simplement vers 0. Cependant || f, |l.. = 1, donc la

convergence n'est pas uniforme sur R.. Elle I'est cependant sur tout segment.

A

>
»

Q Soit f,(x) = ﬂg;z Pour tout X, la suite converge vers 0. Il y a donc convergence simple.

1+n
Cependant, fn(%) = % donc || fy ||l > % et il n'y a pas convergence uniforme.

'y

v

O Soit f continue sur un segment [a, b]. Dans le chapitre L1/INTEGRAL.PDF, nous avons

approximé f par des fonctions en escalier. En particulier, on a montré que, pour tout € > 0, il existe

deux fonctions en escalier @ et V' telles que ® <f< W et ¥ — ® <&. En particulier,on a:
O<W¥Y-f<eg

etdonc||W—fl|.<e.



Si, pour chaque ¢ de la forme % n entier strictement positif, on définit une telle fonction ®, en

escalier, on a montré que f est la limite uniforme d'une suite de fonctions en escaliers.

3- Continuité et convergence uniforme

La notion de convergence uniforme résulte des tentatives de Cauchy au début du XIXeme pour
montrer que la limite d'une suite de fonctions continues est continue. Nous avons vu que ce résultat
est faux dans le cas de la convergence simple, mais cette notion n'était pas encore dégagée du temps
de Cauchy. Au XVIII®™ siécle, la notion de fonction et de continuité était purement intuitive. En
particulier, le fait qu'une limite de fonctions continues soit continue allait de soi et la question ne se
posait pas. Cela était considéré comme une évidence. Cauchy, considérant que le concept de
fonction et de limite se devait de reposer sur une rigueur analogue a celle développée en géomeétrie,
a préféré introduire une définition arithmétique de la continuité.

Une fonction est continue si un accroissement infiniment petit de la variable produit

toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-méme.
On remarquera que cette définition est donnée dans un langage intuitif. On peut tenter d'y
reconnaitre notre définition avec les ¢ et les o, mais cette tentation est anachronique. Ayant proposé
une définition de la continuité, Cauchy se devait de démontrer le principe de continuité afin de
prouver l'efficacité de sa définition, ce qu'il fit en 1821. Voici le raisonnement de Cauchy :

Si chaque f, est continue, alors f est continue. En effet, pour tout x, il existe un f,(x)
arbitrairement prés de f(x), et pour y suffisamment prés de x, f,(y) est arbitrairement preés de f,(x) par
continuité de f,. Pour n assez grand, f,(y) est arbitrairement pres de f(y). Donc pour y suffisamment
pres de X, f(y) est arbitrairement preés de f(x).

Ce raisonnement, qu'on reconnaitra é&tre convaincant, est incorrect, comme le prouve I'exemple de la
suite de fonction x", sur l'intervalle [0,1], qui converge vers la fonction f égale a 0 pour x élément de
[0, 1] et @ 1 en x = 1. Notons que les mathématiciens de I'époque auraient refusé de voir ici un
contre-exemple, considérant que la suite de fonctions (x") converge vers :

1.1)

0,0 (1,0)

qui est "visiblement™ un graphe continu.

(Remarquons que cette vision originale existe encore aujourd’hui en physique, lorsque I'on
représente la caractéristique d'une diode idéale, intensité I en ordonnée en "fonction™ de la tension U
en abscisse. Cette caractéristique s'obtient comme limite de la caractéristique d'une diode dont la
tension seuil est V et de résistance Ro. On a:

I=0siU< Vo



_U-Vo
Ro
On obtient une diode idéale en faisant tendre V, et Rq vers 0)

| siU>V,

La démonstration de Cauchy peut étre formalisée de la facon suivante, en notation moderne. Soit
e€>0etxdonné:
i) Continuité de f,en x :

Fa>0,|y—x| <a=[fh)-fuy)| <e
ii) Convergence de (f,(x)) vers f(x) :

AN, ¥ n>N, |[f,(x) - f(x)| <e
iii) Convergence de (fn(y)) vers f(y) :

AM, vV n>M, |f.y) - fy)| <e

Donc, en prenant n > Max(N, M), et|y—x| <o, ona:

|10 — )| < [F) — 0] + 1200 — aW)] + | Faly) — ()
< 3¢

Or nous savons que cette démonstration est fausse puisque nous possédons un contre-exemple.
Cette contradiction entre la démonstration de Cauchy et I'existence de contre-exemples est
bizarrement passée inapercue pendant plusieurs années. Abel, en 1826, releve bien que des contre-
exemples existent. Il admet cependant la validité du théoréeme de Cauchy pour les séries dites

o0
entiéres de la forme Y a, x". Ce serait cependant une erreur de la rejeter sans I'analyser davantage et
n=0

surtout sans savoir ou se cache l'erreur. La raison pour laquelle la démonstration de Cauchy,
quoique jugée correcte pendant ces années, ne s'applique pas a toutes les suites de fonctions
continues, n'a pas été trouvee avant plusieurs années. En 1849, Seidel reproduisit la démonstration
ci-dessus en précisant les relations fonctionnelles entre les variables. Soit € > 0 et x donné :
i) Continuité de f,en x :
3 afe, x, n) >0, |y—x| <a= |fn(x)—fn(y)| <g
if) Convergence de (fn(x)) vers f(x) :
AN(e, X), v n> N, [f,00 - f(x)| < &
iii) Convergence de (fn(y)) vers f(y) :
3M(e,y), V0> M, [fiy) - f0)] <o

Donc, en prenant n > Max(N, M), et |y— x| <qo,0na:

160 ~ )| <[f00 ~£.09] + [£:00 — V)] + | foy) ~ )|
<3e
La difficulté provient que Max(N, M) dépend de ¢, x et y, et que o dépend de &, X et n et que la
condition n > Max(N, M) fait que o dépend de ¢, x et y, ce qui pose probleme, y étant défini a partir
de a.



La déemonstration garde toute sa valeur si la condition suivante, utilisée implicitement par Cauchy,
est vérifiée : N et M ne dépendent que de € et non de x et y. On reconnait la le nouveau concept de
convergence uniforme, inconnu avant Cauchy, mais cependant utilisé implicitement.

Le théoreme de Cauchy devient alors parfaitement correct :

THEOREME :

Soit a un point d'un intervalle I sur lequel est définie une suite de fonctions (f,) convergeant
uniformément vers f sur 1. Si les f, sont continues en a, il en est de méme de f.

Une suite de fonctions continues convergeant uniformément sur un intervalle I admet une limite
continue.

On notera la nécessité d'utiliser des définitions de limites utilisant les ¢ et a et allant au-dela de
I'intuition, afin d'obtenir un résultat valide. VVoici la démonstration moderne.

Démonstration :
O Soit € > 0. Exprimons la convergence uniforme de (f,) vers f :

AN,V n>N, VX |fx)-fxX)| <e
Choisissons un tel n > N, et exprimons la continuité de f,ena:
Ja>0,Vx|x—a| <a=|f.@)-f.(x)| <e

Donc il existe o > 0 tel que, pour |x—a| <o, ona:

[f(2) — 1(x)| <[f(a) — fa(@)| + [ fa(@) — 1) + | £2() — F(¥)]
<3¢
et f est continue en a.

La proposition précédente s'exprime encore de la fagon suivante pour une suite de fonctions
continues (f,) convergeant uniformément :

lim limf,(x) = lim lim fy(x)
N—o0 X—a X—>a N—w

Il 'y a interversion possible des deux symboles limites, ce qui n'est pas le cas si la convergence est
simple. On a en effet, sur [0, 1] :
lim limx"=1 et lim limx"=0
n—oo Xx—1 X—1 n—w

Il suffit par ailleurs que la convergence soit uniforme sur tout segment de I, a défaut d'avoir lieu sur
| tout entier, puisque la continuité en un point quelconque a de | pourra se montrer en considérant
gue a appartient a un segment inclus dans 1.
Il convient d'attirer I'attention sur le chemin correct du raisonnement tenu dans ce cas. Prenons
| = [0, +oo[ a titre d'exemple. Soit (f,) une suite de fonctions continues sur [0, +oo[ convergeant
uniformément sur tout intervalle [0, A[, A > 0, vers une fonction f. Alors f est continue sur [0, +oo[
en raison des deux implications successives suivantes :

Vv A >0, (f,) converge uniformément vers f sur [0, A] et les f, sont continues
= Vv A >0, f est continue sur [0, A]
= f est continue sur [0, +oo[
La premiere implication résulte du théoréme de Cauchy.
La deuxiéme implication résulte du fait que tout a € [0, +oo[ peut étre disposé dans un intervalle
[0, A], avec A > a, intervalle sur lequel f est continue, donc f est continue en a.
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Il est fréquent de voir des étudiants tenir le raisonnement erroné suivant :
Vv A >0, (f,) converge uniformément vers f sur [0, A] et les f, sont continues
= (f,) converge uniformément vers f sur [0, +oof et les f, sont continues
= f est continue sur [0, +oo[
La premiére implication est fausse, comme nous I'avons montré plus haut dans divers exemples, tels

que la suite de fonction sin(ﬁ). Il est facile de se tromper de raisonnement. Il convient de choisir le

bon chemin et de ne pas passer par la voie rouge (CVU désigne la convergence uniforme) :
CVU et continuité des f, sur tout [0, A] = continuité de f sur tout [0, A]
U U
CVU et continuité des f, sur [0, +eo[ = continuité de f sur [0, +oo[
Il en sera de méme plus loin pour les séries de fonctions.

On peut également considérer le cas ou a est une borne de 1.
PROPOSITION
Soit (f,) une suite de fonctions convergeant uniformément vers f sur un intervalle | et soit a une

borne de I. Si les limites I, = lim f,(x) existent, alors lim |, =1existe, lim f(x) existe et vaut I.
X—a Nn—o0 X—a

Démonstration :

Q Prouvons dabord que lim |, = | existe. Pour cela, il suffit de montrer que (l,) forme une suite
n—co

de Cauchy. Montrons que la suite (f,) forme une suite de Cauchy (voir L1/SUITES.PDF) pour la
norme uniforme. On a, pour tout n et tout p :

10— follo <1l fo = fllo + 1 f—fo [l
or

Ve 3N, vVn=N, ||fn—f||w<%

donc
Ve, dIN, VNN, Vp2N,|fi—fle<e
Cela signifie que :
Ve, AN, VNN, Vp2N, Vxel|f(x)-fHx)|<e

L'inégalité étant vérifiée pour tout x, elle est valable (au sens large) lorsque x tend vers a, ce qui
donne :

Ve, AN, VNN, Vp=N,|l,—l|<e
Il en résulte que la suite (l,) est de Cauchy.

Q) Etant de Cauchy, la suite (I,) converge vers un réel I. Montrons que | = lim f(x). Soit € > 0.
X—a

[70¢) = 1] < [£6) = Fa0] + [ F20) = Ia| + [ 1a 1]
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Il existe N tel que, pour tout x de | et tout n > N, on ait |f(x) —fn(x)| < g car la convergence est

uniforme. Il existe M tel que, pour tout n > M, on ait |In—l| < ¢ car (l,) converge vers I. Soit
n > Max(M, N). Pour un tel n, il existe un voisinage V de a, tel que, pour tout x dans V, on ait
| £:(X) — In| < & car I, est la limite de f, en a. On a alors, pour tout x dans V, | f(x) — 1| < 3e.

EXEMPLES :
O Soit up(x) = x > 0 et vp(x) = 1. On définit par récurrence les deux suites de fonctions :

Uy +V
Uns1 = \Un Vi €t Voeg = %

On verifiera facilement que, pour tout X, et tout n > 1, on a : u, < vy, (Uy) croit alors que (vy,) decroit.
La suite (un) est croissante majorée par vy, donc, pour tout X, la suite (un(x)) est croissante majorée,
donc converge. Autrement dit, la suite de fonctions (u,) admet une limite simple f. De méme la suite
(vn) converge simplement vers une fonction g. Passant a la limite dans les relations de récurrence,
on obtient f = g. Par récurrence également, les fonctions u, et v, sont continues. En est-il de méme
de leur limite commune f ? Pour cela, cherchons si la suite (v,) converge uniformément vers f. On a

0 < Vper(X) — f(X) = M _f(x) = Vn(X)Z— f(x) Un(X)Z— f(x) Vn(X)z_ f(x)
puisque M <0.Donc:

0 <va(x) —f(x) < 2%1 (va(x) —f(x)) = % (1 —f(x) + x—1(x))

Pour chaque x, on a :
oubien 1 <f(x)<xetl-f(xX) +x—f(X) <x—f(x)<x-1
oubienx<f(x)<letl-f(x)+x—-f(x)<1-f(x)<1-x
Dans tous les cas :

[vr0) — 09 < 35 [1- X
On n'obtient pas ainsi de convergence uniforme sur R* mais si on se limite & un segment | = [0, A],
alors || vp — f || < % (A + 1), donc il y a convergence uniforme sur [0, A], donc f continue sur [0,A].

A étant quelconque, on en déduit que f est continue sur R.

4- Cas des séries

On rappelle que || f ||.. désigne SupI |f(x)|.
X €

PROPOSITION-DEFINITION

Soit (X f,) une série de fonctions définie sur un intervalle I, telle que la série > || f, ||l soit
convergente, ou, de maniére équivalente, pour laquelle il existe une série de réels positifs
convergente (X o) telle que : V n, | o |l < an. Alors la série X f, est dite normalement
convergente. Dans ce cas, la série converge uniformément.

Si les f, sont continues en un point de I, il en est de méme de la somme.
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Toujours sous I'hypothése de la convergence normale, si les f, admettent une limite I, en a, borne de

o0 o0 o0 o0
I, alors > f, aussi, 2. I, est une série convergente et lim > f,(x) = > lim f,(x) = > I.
n=0 X—a n=0 n=0 X—a n=0

Démonstration :
Q) Pour tout x, la série X f,(x) converge. On dit que 2. f, converge simplement. En effet, pour tout x

élément de I, on a |fn(x)| < || fn |l» €t puisque la série 2 || fn |l converge, on en déduit que, pour tout
X, la série 2. f,(x) converge. Nous noterons f(x), la somme de la série.

La convergence de la suite des sommes partielles est uniforme, ce qu'on abrege en disant que la
série converge uniformément. En effet :

n 0 n 0
=2 ficllo =11 2 fie— 2 ficllko = 1l 22 ficllo
k=0 k=0 k=0 k=n+1

Or, pour toutp>nettoutxdel,ona:

p p p 0
YR < D R < Dlflle < D1l
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

Faisant tendre p vers l'infini, on obtient :

Vxel | X fx) SKZH fic I
1 1

k=n+ =n+

donc

2 fic ko< 2 IHiclke
1 k=n+1

I
k=n+ =n+

0 0 n
Mais D || fi llo = 20| fi o — 2. |l f« |l, reste d'une série convergente, qui tend vers O quand n tend
k=n+1 k=0 k=0

n
vers l'infini. Donc || f— > fi || tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
k=0

La propriété de continuité en un point d'une série normalement convergente de fonctions continues
en ce point, ou la propriété sur les limites, provient alors du résultat analogue sur les suites de
fonctions convergeant uniformément, compte tenu du fait que la suite des sommes partielles d'une
série de fonctions convergeant normalement converge uniformément.

On peut résumer les diverses notions de convergence des séries sous la forme suivante :

CV normale = CV uniforme = CV simple en tout point
U

CV absolue en tout point

La condition de convergence normale d'une série est plus forte que celle de convergence uniforme.
Elle ne lui est pas équivalente. On peut trouver des séries uniformément convergentes mais pas
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nn
normalement. Par exemple, soit f,(X) = ﬁ—_ln& pour X € [0, 1]. La série 2 f, ne converge pas

normalement car :
1 1.
fo |lo = = et > = diverge.
I llo= et - diverg

mais elle converge uniformément. En effet, pour tout x € [0, 1] :

0 k Kk n+1
> ( l?( X 1< nX+ 1 d'apres la majoration par son premier terme du reste d'une série
k=n+1

alternée vérifiant le critére de Leibniz. Voir L2/SERIES.PDF.

0 k k
donc Z(_l) X |1

k=n+1 k n+1
donc || i fn [loo < 1
k=n+1 n+1

et le reste de la série converge bien uniformément vers 0.

EXEMPLES :

< le et la série est

cos(nx
n

normalement convergente (donc uniformément convergente). Chaque terme de la somme étant
continue, la somme est elle-méme continue. Ce type de situation est trivial a régler.

Q S(x) = D, %@ est une fonction continue. En effet, pour tout X,
n=1

[e'e]

QSsx) = % Z‘i an n_ 1 sin(2nx). Outre le fait qu'il est difficile de savoir si la série converge, puisque
n=

o
son terme général change de signe et qu'il est majoré en valeur absolue par Zl 4—nzn—1 qui diverge,
= _

on ne peut rien conclure sur la continuité de la somme. La série n'est pas normalement convergente.
Ce type de série est délicat a traiter. On sera peut-étre surpris d'apprendre que la somme vaut cos(x)
sur l'intervalle ]0, [ (noter I'intervalle ouvert. Il y a discontinuité en 0). Le lecteur incrédule de voir
un cosinus exprimé comme somme d'une série de sinus est invité a tracer quelques sommes
partielles(de rang assez élevé pour s'en convaincre). S étant impaire, elle vaut — cos(x) sur ]-=, O[.

Q Par contre, la série 2_4 > %@2 est normalement convergente et donc continue. (On peut
T T n=1 -

montrer qu'elle vaut, précisons-le, sin(x) pour 0 < x < 7. La justification de cette affirmation, ainsi
que celle de I'exemple précédent et de l'exemple suivant, peut se faire au moyen du chapitre
L3/FOURIER.PDF).
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O Que vaut lim > xe™ ? On est tenté de dire que la limite est nulle, puisque lim xe™ =0 et
X—0 n=0 x—0

—NX

qu'une série de termes nuls est nulle. Mais on a ainsi calculé >, lim xe™etnon lim > xe™. Les
n=0 X—0 X—0 n=0

deux sont egaux lorsque la convergence est normale, par exemple sur [a, 1] avec 0 < a < 1. Mais ce

n'est pas le cas sur [0, 1]. La fonction f, : x — xe™™ admet un maximum en % qui vaut ein’ de sorte

que Z || fn |l diverge. En fait, I|m0 Z xe ™ se calcule directement. La série est en effet une série
X—>

géométrique de somme

1 < et de limite 1 quand x tend vers 0. Mais qu'en aurait-il été si on

n‘avait pas pu calculer la somme ?

—NX

, pour x > 0. Que vaut lim_ Y sin(nx) e™ ? La

O Le méme probléme se pose pour D sin(nx) e
n=0 X—0 n=0

aussi, contrairement a ce qu'on aurait pu croire, la limite est non nulle. En effet :
0 .
Z sin(nx) e ™ = Im(Z e™e™) = Im(> (€™
n=0

On reconnait la somme d'une suite géométrique de raison €, dont le module e est élément de
10, 1[. Donc :

& 4 1 1™ sin(x)e”
™= =1 =
nZ:%)SIH(nX) € m 1— elex m (1 - eflex)(l - elex) 1— 2005(X)€7X + efzx
sin(x) _ sin(x)

1
T & 2cos() + e 2(ch(x) — cos(x)) quand x tend vers 0.

o0
Onadonc: lim > sin(nx) e™ = +oo I
Xx—0 n=0

O Un exemple comparable est donné par Z T+ X X avecx>0.0na Z T+ X X =1+xetdonc:
lim
x—0 nZ;J(1 X
alors que lim Ln =0

n=0 X—0 (1 + X)

00 n 00 n
O Un dernier exemple est donné par Y. ™ % qui vaut 1 pour tout x puisque D, % =1.0nadonc:
n=0 H n=0 -
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o0
lim Y e

n
% X
X_: 1
X—>+00 =0 N!

0 n
: X X

alorsque >, lim e*==0.
n=0 X—>+oo n!

n
Une étude des fonctions f, : x — e~ % sur [0, +oo pour n > 1 montre que la dérivée a méme signe

1
nl VZnn

la formule de Stirling n! ~ n"e”™™/2zn. Voir les exercices pour une démonstration de cette formule).

que 1 —%. La fonction |fn| admet un maximum en x = n, qui vaut f,(n) = e" (en utilisant

Comme la série 2. 1 diverge, la série 2. f, ne converge pas normalement sur [0, +oo[.

N

L Comme pour les suites, on peut se contenter de la convergence normale sur tout segment de I, en
suivant le bon raisonnement suivant (donné dans le cas ou | = [0, +oo[ et en évitant le raisonnement
erroné rouge (CVN désigne la convergence normale) :

CVN et continuité des f, sur tout [0, A] = continuité de >_ f, sur tout [0, A]
n=0
U U

CVN et continuité des f, sur [0, +oo[ = continuité de Y. f, sur [0, +oo[
n=0

O Clest ce type de raisonnement que nous appliquons ci-dessous, y compris pour des fonctions a
valeurs complexes, avec | = {z € C | Re(z) > 1}. Pour z ayant une partie réelle strictement

0

supérieure a 1, on pose {(z) = Z L > (fonction zeta de Riemann). Alors

n=1

1

< —Rg@, donc la série

converge simplement. De plus, si on choisit A > 1 et si on se place sur le demi-plan

= {z | Re(z) > A}, alors

<H1A et la série est normalement convergente, donc continue. A

pouvant étre choisi arbitrairement, on en déduit que ¢ est continue sur Py = {z | Re(z) > 1} puisque
tout z de Py se trouve dans un certain Pa. On connait quelques valeurs de C , par exemple tous les

€(2p) avec p entier, et en particulier {(2) = < g(4) =

Il : Intégration et dérivation

Sauf dans les cas les plus simples, aucune démonstration ne sera donnée. En effet, la notion
d'intégration connue a ce niveau d'enseignement est lintégrale de Riemann (voir
L1/INTEGRAL.PDF) portant sur les fonctions continues par morceaux. Or une suite ou une série de
fonctions continues par morceaux peut fort bien converger vers une fonction qui n'est pas continue
par morceaux. Pour traiter ce type de cas, il faudrait développer une théorie de l'intégration plus
vaste (Intégrale de Lebesgue. Voir L3/LEBESGUE.PDF).
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A titre d'exemple, soit (f,) la suite de fonctions définies comme suit :
Si p et g sont deux nombres premiers, on definit :

fpga(X) = 0 sauf pour x = g pour lequel on pose fngq(g) =1

Pour tout n qui n'est pas de la forme 2°3% avec p et g premiers entre eux, f, = 0. Les fonctions f, sont
donc des fonctions identiquement nulles, sauf en un point au plus. Elles sont donc continues par

morceaux et d'intégrale nulle (quel que soit l'intervalle sur lequel on intégre). La fonction ) fi,
n=0
quant a elle, est nulle partout, sauf aux points rationnels positifs, ou elle vaut 1 (fonction de
Dirichlet). Elle n'est pas continue par morceaux et son intégrale ne peut étre définie dans le cadre de
I'intégrale de Riemann. Il se trouve que, dans le cadre de l'intégrale de Lebesgue, on a bien

1> 0 1
> fa=>. | f,=0, mais si nous pouvons définir le membre de droite, le membre de gauche a
=0 =1
0 " " 0
une définition hors de portée du présent chapitre. On touche la lI'une des plus grosses difficultés
auxquelles se sont affrontés les mathématiciens entre 1700 et 1900 : définir I'intégrale de fonctions
les plus générales possibles.

Nous supposerons donc dans la suite que toutes les fonctions sont continues par morceaux, (y
compris les limites de suites de fonctions ou les sommes de séries de fonctions, ce qui n'est pas
toujours aisé a vérifier).

1- Convergence uniforme sur un segment

Nous l'avons déja vu, J lim fy(t) dt pouvait étre différent de lim J fa(t) dt. 1l faut Ia aussi des
N—o0 N—0
|

hypotheses supplémentaires pour avoir I'égalite.

PROPOSITION :
Soit (f,) une suite de fonctions continues par morceaux sur un segment | = [a, b] et convergeant
uniformément vers une fonction f. Alorsj lim f,(t)dt= Ilim an(t) dt
nN—o0
|

Nn—o0
|

Démonstration :
U On a pour tout fonction continue g :

b
||g||1:j 9] dt<(b—a) gl

a
donc:

[fa=Fllo<(b—2a) [ fa—fl
de sorte que la convergence de (f,) pour la norme uniforme entraine la convergence en moyenne de

(f.). Comme J £.(t) dt — J f(t) dt| < J |fot) —ft)| dt = || f, — f ||, le théoréme s'en déduit
| | |

immédiatement.
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On notera I'nypothése que | est un segment, puisque la démonstration utilise la quantité b — a,
longueur de l'intervalle 1. La proposition ne peut donc s'appliquer sur des intégrales généralisées sur
[0, +oo[ par exemple.

EXEMPLES :
U Soient0<a<b: .
—bx

w0 p @ AbX . naax
u dx = ||m u dX
X N—+oo X
0 0 b
- n —
= lim J J e " du dx
N—+o0
0 a

. b rn _ux
= [im e dxdu
n—+oo
avo0

(d'apreés le théoréme de Fubini, voir L2/INTMULT.PDF)
b1 _ aun
= lim J 1-e du
u

N—+o0

b ](?_e’“” . e g R
:J lim du  (interversion a justifier ci-apres)

n—+co U
a
b

= 1du:In9

u a
a

. . . . . 1_geUn
Il suffit pour prouver l'interversion de montrer que la suite de fonctions ' converge

uniformément vers % sur [a, b], ce qui est le cas puisque la norme uniforme de la différence est

. efan
majorée par =

Une autre démonstration de la valeur de l'intégrale est donnée dans L2/SERIES.PDF.
Q Si | n'est pas un segment, les f, peuvent toutes étre intégrables, mais I'intégrale de f n'est pas la

limite des intégrales des f,. Considérons par exemple la suite de fonctions continues et affines par
morceaux définies par :

fa(x) = nl(z sur [0, n]

2 X
==—=sur[n, 2n
~——asur[n, 2n]
=0 sur [2n, +oof
Il fn |l = % donc la suite converge uniformément vers 0, cependant, son intégrale sur [0, +oo[ vaut 1.

Q Il est également possible qu'on ait une suite de fonctions intégrables (f,) convergeant

uniformément vers une fonction f non intégrable. Soit f, = ;éﬂﬁ sur [1, +oof. Les f, sont intégrables

d'intégrale n et convergent uniformément vers f(x) = % On vérifiera en effet que le maximum de
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| f—f, | est atteint pour x = (1 + %)” et que la valeur de ce maximum tend vers 0 quand n tend vers
I'infini.
Q On a des difficultés analogues pour les séries. Par exemple, sur [0, 1], la série

> (X"t = (n + 1)x") est une série télescopique de somme égale & 1, de sorte que :

n>1
1 o0
(X"t —(n+1)x") dx=1
n=1
0

Par contre, Jl nx"* — (n + 1)x" dx = 1 — 1 = 0 de sorte que i ' X"t —(n+1)x"dx=0.0na
0 " 0
donc :
S o)) dx= S [k (n+ X" dx
0 " " 0
Pour permuter les symboles > et J , des hypothéses supplémentaires sont donc nécessaires?.

PROPOSITION
Soit X f, une série convergeant normalement sur un segment I = [a, b]. Alors :
b o0 o0
2 = fi
k=0 k=0
a a

Démonstration :

O Le résultat résulte de la proposition précédente sur les suites, en prenant la suite des sommes
partielles, qui converge uniformément vers la somme de la série. Une démonstration directe peut
également étre donnée.

Sh@dt-3 [ f@®d= [ Sa@dt [ X6 d
k=0 k=0 k=0 k=0

n
la permutation des symboles >’ et J reléeve de la linéarité de I'intégrale
k=0

= (S dt- 3 f(D dt
k=0 k=0

2 Un exemple historique comparable se trouve dans le cours d'Analyse de I'Ecole Polytechnique de
Camille Jordan (1893), p.318, disponible sur Gallica a I'adresse
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k29024j.r=
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z () dt

k=n+1
|

= éfk(ﬂ at —kZ fi®) dt] < j SIh@ldt< [ X Ifllodt=(b-a) > |l qui
|

k=n+1 k=n+1 k=n+1

tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

EXEMPLES :

_ 11 a1 x11_&1 1
2—2—2 X = Z —2—2'dX > |=arctan(=)| =Y =arctan =
n=1 n~+Xx n=1 LN N"jo np=1N n

0

En effet, || —2—2 Ilo = ﬁlz terme geéneral d'une série convergente. Donc la série . ﬁz-t—xz converge

normalement.

O Dans le contre-exemple de > (nx"™* — (n + 1)x") sur [0, 1], comme l'intégrale de la série n'est pas
n=1
égale a la série de l'intégrable, la série ne peut converger normalement. De fait, I'étude de la fonction
f, 1 x —> nx" 1 — (n + 1)x" donne, pour n > 2, une dérivée n(n — 1)x" 2 — n(n + 1)x"* qui s'annule en
n-1 n-1 n-1
.Onaf =n

n+1 n(n + 1) (n +1
vérifier. f, croit de 0 jusqu'a cette valeur puis décroit jusqu'a f,(1) = — 1. Donc, pour n assez grand,
| fn llo = L et 2 || fn || diverge.

Y —(n+ )(2%1)“ quantité de limite Elz’ comme on pourra le

2- Theoreme de la convergence dominée

THEOREME

Soit  (f,) une suite de fonctions continues par morceaux a valeurs réelles ou complexes, et
convergeant simplement sur un intervalle I quelconque vers une fonction f (continue par morceaux).
On suppose qu'il existe une fonction ¢ (continue par morceaux) positive et intégrable sur | telle
que, pour tout n, |f,| < . Alors f et les f, sont intégrables sur | etJ f= lim J fi.

n—o0
| |
Ce théoréme est admis. Une démonstration en est donnée dans le chapitre L3/LEBESGUE.PDF. On

rappelle que le fait qu'une fonction f soit intégrable sur un intervalle | signifie que J |f| est une

intégrale généralisee convergente.
La condition V' n, |fn| < ¢ avec ¢ intégrable sur | s'appelle hypothese de domination.

EXEMPLE :

Q Soit f,(x) = x" €* sur [0, 1]. Alors f,(x) tend simplement vers f(x) = 0 sur [0, 1] et f(1) = e. En
outre, les f, sont toutes majorées par la fonction constante ¢ = e, intégrable sur [0, 1]. Le théoréeme
s'applique et :
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1 1
J f= lim j f.=0
0 nN—o0 0

On aurait pu trouver ce résultat par le raisonnement plus élémentaire suivant, consistant & majorer
I'intégrale de f, :

1 1
0< J fn < J X" e dx = ﬁ qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
0 0

On notera que le théoreme de convergence dominée est vérifié dans les deux cas particuliers
suivants :

e Suite décroissante de fonctions intégrables positives : il suffit de prendre ¢ = fo.

e Suite croissante de fonctions intégrables positives, convergeant vers une fonction f intégrable. Il
suffit de prendre ¢ =f.

On pourra faire un parallele entre le théoreme de convergence dominée des intégrales et le théoreme
de passage a la limite pour une série de fonctions convergeant normalement. Ci-dessous, nous avons
souligné en couleur les analogies. On passe d'une situation a l'autre en remplacant le symbole
d'intégration par celui de sommation, la variable réelle d'intégration t par I'indice de sommation n, et
la variable n par la variable x. Les entiers n apparaissant dans les deux situations n‘ont absolument
pas le méme réle :

lh= J fo(t) dt JOEDRAY
n=0
|
Hypothéses :
Vi, lim fi(t) = f(t) v, lim f,0) =1,
N—o00 X—a
39,V (0, 1), [f:)] < o) 3 (on), ¥ (%, 1), (0] < @
J o(t) dt converge i(pn converge
n=0
|
Alors  lim |n=J f(t) dt lim g6) =31,
N—>»00 X—a n=0
|

A gauche, on permute limite et symbole d'intégration, et a droite, on permute limite et symbole de
sommation.

Le théoréeme de convergence dominée ne permet pas de résoudre tous les cas. Considérons
I'exemple suivant :
n tn
lim et =—dt
Nn—o0 0 n!

n o0
et # dt= J f,(t) dt en posant :
0
n
f()=et % pour 0<t<n

n

On peut écrire J
0
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=0pourt=n
Cette suite de fonctions converge simplement vers la fonction nulle. Mais l'intégrale converge-t-elle
vers 0 ? 1l est douteux qu'on puisse majorer les f, par une méme fonction intégrable ¢. En effet, on
n

vérifiera que || f, |l = €™ % obtenue lorsque t tend vers n a gauche et dont un équivalent (avec la

1

\/2nn.
convergence de la suite (f,) vers 0 est donc uniforme, mais cela ne suffit pas a conclure, puisque
I'intervalle [0, +oo[ n'est pas un segment.

La

formule de Stirling, voir L2/SERIES.PDF ou les exercices du présent chapitre) vaut

La fonction ¢ devant majorer toutes les f, est probablement d'une forme comparable a ¢(x) = %
X

mais qui, malheureusement, n'est pas intégrable. Ce raisonnement n'apporte pas de preuve certaine
de Il'inexistence de ¢ mais laisse penser qu'il est vain de chercher a appliquer le théoréeme de
convergence dominée. Les représentations graphiques peuvent apporter une aide précieuse pour
formuler des conjectures. Ci-dessous, on verra quelques graphes de fonctions f,, ainsi que la

1
\2nx

fonction x —»

n n

On peut avoir des doutes sur le fait que lim J et % dt = 0 car le maximum des f, décroit, mais le
n—oo :

graphe de la fonction s'étale sur un intervalle de plus en plus grand. En fait, nous allons montrer que

n n
lim J et t—l dt = % en nous ramenant a une suite d'intégrales sur lesquelles on pourra appliquer le
Nn—o0 :

théoreme de convergence dominée. Effectuons le changement de variables v = n-t On obtient :

\n
n 7ttn _ 1 n.n '\/ﬁ \YANL
L e mdt_m\/ﬁe nJO exp(vxm)(l%) dv

La formule de Stirling n! ~ n" e /2xn permet de voir que le facteur % \/n " n" devant l'intégrale

tend vers L. Quant a l'intégrale, elle est de la forme Jw gn(v) dv avec gn(v) = exp(vx/ﬁ) 1- %)n
n

NP

0
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pour 0 <v< \/ﬁ et gn(v) =0 pour v > \/ﬁ Pour 0 <v <4/n, en utilisant un développement limité du
logarithme sous la forme

In(l—x):—x—XE2+R(x)

avec R(X) = o(x°) reste du développement limité, ona:

2
gn(v) = exp(va/n) exp(n In(1 — —=)) = exp( L+ nR(ED)
v T T

2
Par ailleurs, R(x) = In(1 — x) + x + XE a pour dérivée — ﬁ +1+x=- ﬁ R est strictement

décroissante sur [0, 1] et varie de 0 a —0. R est donc négative. Donc :
2
0.< gn(v) < exp(- )

Cette inégalité est également vraie pour v > n puisque gn(v) = 0.

2
Or exp(— VE) est intégrable sur [0, +oo[. On peut donc appliquer le théoreme de convergence

dominée sur la suite (g,). Du fait que, R(X) ~ o(x?) quand x tend vers O, il en résulte que
2
nR(

\/_

suite des (gn(V)). Ainsi : ,
lim J * gn(v) dv = J wexp(—VE) dv.
0 0

) =0(1) et donc que le majorant exp(— —) des (gn(v)) n'est autre que la limite simple de la

N—+o0

La valeur de cette intégrale est connue est vaut \/% On trouvera une démonstration de cette

propriété dans la partie exercice.

n
Il en résulte finalement que J dt ~ —J gn(v) dv ~ \/i

D'autres limites peuvent étre déduites de celle-ci. Par exemple, on vérifiera par récurrence que

o0 o0 n
J ett”dt:n!ouquej e*t%dtzl
0 0

o n +00 n
Comme lim J et l dt =Lt que J et % dt=1,onaaussi lim J e‘t#dt =1 Ainsi,
0

m_nA

N—>+o0 2 N—+0o0 2

I'intégrale J et £ dt est quasiment coupeée en deux entre les deux intervalles [0, n] et [n, +oo].
0

Derniére propriété sur cette question. On a, pour tout x :

n Jk
X X _1 (® _t.,n
%F—HJ e t dt

X

-22 -



En effet, pour x = 0, les deux membres sont égaux a 1, et par ailleurs, leurs dérivees par rapport a x

k n-1 k n
valent respectivement — ™ Z o e F et — e o qui sont egales. Les deux fonctions ayant
k=0 .
méme dérivée et coincidant en un point sont égales. 1l en résulte que :
n o0
lim 2”—_ lim L (“ettdi=2
m»+w k=0k!  n—+ooN! 2

n
(et non 1 comme le calcul naif et erroné suivant aurait pu laisser le croire :

n nk 0 nk
ey —=~e"Y —=e'e"=1

o0

n
Ce calcul est EAUX, le remplacement de Y_ par Y étant incorrect).
k=0 k=0

k

Cela signifie au contraire que, dans le développement en série de €" sous la forme ZF environ la

moitié de la valeur de I'exponentielle est donnée par Zet l'autre moitié par Z le partage étant
k=n+1

d'autant plus équitable que n est grand.
k

En probabilité, la suite (e n_)keN constitue la suite des valeurs de la loi d'une variable aléatoire X,

suivant une loi de P0|sson de parameétre n (voir L2/PROBAZ2.PDF) :

ank
P(X, = k)-e”kI
Onadonc:
n k
e ——PX <n
o k! )

Le fait que lim P(X, <n) = % n'est guére étonnant attendu que E(X,) = n. On peut d'ailleurs
N—o0

calculer directement cette limite d'un point de vue probabiliste en utilisant le théoreme central limite
(voir L3/PROBAS3.PDF).

3- Intégration terme a terme d'une série
Dans le cas d'une série (2 f,), on peut appliquer le théoréeme de convergence dominée sur les

n
sommes partielles de la série, en vérifiant que les | Y fi | sont majorées par une fonction intégrable
k=0
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¢ positive. On prend en général ¢ = D’ |fn|. On admettra que, pour Vérifier que ¢ est intégrable, il
n=0
suffit de voir si la série j |f,| converge. On énonce donc :
|

THEOREME
Soit (2 f,) une série de fonctions continues par morceaux a valeurs réelles ou complexes,
intégrables sur 1. On suppose que la série est convergente en tout point de | de somme f (continue

par morceaux) et que la série (2 j |fn|) converge. Alors f est intégrable et :
|

J f=3 [ f,
n=0
| |
On remarquera que, dans le cas de séries positives, il suffit de vérifier que 2. J f, converge.
|

EXEMPLES :

O Dans le contre-exemple de > (nx"™* — (n + 1)x") sur [0, 1], comme l'intégrale de la série n'est pas

n=1

1
égale a la série de I'intégrable, on a nécessairement ZJ |nx”*1 —(n+ 1)x“| dx qui diverge. De fait :
0

1 /(n+1) 1
J |nx™ = (n + 1)x"| dx = J Y (n + 1)x" dx —J X" — (n + 1)x" dx
0 0

n/(n+1)
_ n N \n+ly N \n l ~ A
B 2((n + 1) (n + 1) ) 2(n + 1) n en

et la série 2. e£n diverge.

© P
Q Soit p entier strictement positif. Considérons J ett 1

0

dt. On vérifiera que l'intégrale est bien

convergente.
Pour t > 0, on peut écrire :

el -1 El—e‘t:?nzo = ¢
= > fa(t) dt
n=1

avec fo(t) = tP e ™,

Or jw |fa(t)] dlt =J e dt= n%fj u” e du en posant u = nt
0

0 0

I L e , o
= #3—,,1 car on veérifiera par récurrence sur p que p! = J uP e du
0
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On obtient le terme général d'une série convergente, donc le théoreme précédent s'applique et on
peut écrire :

=Y ("o d=p Y 2
n=1 n=1 N

0

o

2
=T

0 0 4
En admettant que Z ﬁlz— et que Z %‘

no on en déduit les valeurs des intégrales suivantes,
sans qu'on ait, a aucun moment, cherché des primitives des fonctions a intégrer (et d'ailleurs, de

telles primitives ne peuvent s'exprimer sous forme de fonctions élémentaires) :

0

ef—1 E
0

S S
L 1" 1s

0 0 2
A noter qu'il n'existe aucune formule connue pour >’ ngou J ett 1 dt.
0

n=1
) .y . © 3 P
Signalons une intéressante utilisation de la formule J o1 dt = 15 en physique, dans le cadre du
0

rayonnement dit du corps noir. C'est un modeéle de corps idéal qui, maintenu a une température T
constante, possede une densité volumique d'énergie électromagnétique dont l'expression dans
chaque intervalle [A, A + di] est de la forme u(i) dA (en J.m3), ol & désigne une longueur d'onde et
o, selon la loi de Planck, u(}) (en J.m>.m™) a pour expression :

8h 1
UOL) = 7;:50 hC
hey
eXpGs)

avec T la température (en K), h la constante de Planck (6.625 x 10** J.s), ¢ la vitesse de la lumiére
(3 x 108 m.s™Y), k la constante de Boltzmann (1.3806 x 10 2° J.K™%), & la longueur d'onde (en m).
87ckT

Quand A tend vers +co, on a u(A) ~ (loi de Rayleigh-Jeans).

Le graphe de la fonction L — u() a Ia forme suivante, passant par un maximum pour une certaine
valeur Amax de la variable :
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7\'max 7\‘

Si le corps émet son énergie vers I'extérieur par rayonnement thermique, ce sera principalement a la
longueur d'onde Amax. En calculant la dérivée de u()), on pourra vérifier que, si o est la racine
he 29010°
okT T
déplacement de Wien). Cette loi permet de calculer la température du corps en observant sa couleur.
Si on applique cette théorie aux étoiles, on a par exemple, dans la constellation d'Orion, Bételgeuse
qui est une supergéante rouge émettant un rayonnement a 0,83 um et Rigel qui émet au contraire a
0,19 um. On peut en déduire I'ordre de grandeur des températures superficielles de ces étoiles : 3500
K pour Bételgeuse et 15300 K pour Rigel (et 5300 K pour notre Soleil qui émet dans le jaune). On
a également déterminé la température de I'Univers (environ 3 K) en détectant en 1965 un fond
cosmique de rayonnement dans les ondes millimétriques.

positive de I'équation Xe* + 5 —5e* = 0, soit environ 4,965, alors Amax =

m (loi du

L'énergie électromagnétique totale du corps par unité de volume est (en J.m™) :

E:qu(k)dk
0

Si on fait le changement de variable t = kr']l'_cx on obtient :
_ 8n(kT)* (*_t°
(hc)® . e-1

On reconnait I'intégrale dont on vient de calculer la valeur, d'ou :

5 4
E= %:%%— (loi de Stefan-Boltzmann)

E dt

© P
Q Considérons J t dt pour p entier positif ou nul, différant tres légerement de I'exemple
0

el + 1

précédent. On Vvérifiera que l'intégrale est bien définie. Pour t > 0, on peut écrire :
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tp _1 tp _t S n 7nt p n-1 —nt
et+1_et1+e—t_ IZ:: Zt(l)

o0
I I
n-1 ,-nt _ . Lz . . s
Or J |tp D" e | dt = nfg—q comme précédemment. X #?,—q converge si p > 1. Le théoreme de
0
convergence dominée s'applique encore dans ce cas et on peut écrire :

R ° & n-1 .—nt n-1 ” —nt
J : m:J Sy MeMdt=3 ()| et
n=1
0
0

e+l P

1) ot o
En admettant que Z g—n);— —, on en déduit que JO i1 dt = 12

Dans la situation précédente, le théoréme ne s'applique pas si p = 0 car X ﬁ%"{ diverge. Notons

cependant que :

o0

—[4m1+@ﬂ§=ma)
0

et que p! Z C 1) = Z C 1) =1In(2)

comme nous l'avons vu dans le chapitre L2/SERIES.PDF. Ainsi, I'égalité :
0 _1 n-1

=p! Zl KW)%—
n=

est quand méme vraie pour p = 0.

1/ 1 © 1/
Q Considéronsj \/3 1 dt —J i Z( 1" dt = Z \F( 1)*t*" dt. On a le droit de

0 0 0
1

(2n +1)3"/3

1
permuter les signes intégrales et somme car J \/3 | (-1)*" t2”| dt = est le terme général

d'une série convergente. Comme par aiIIeurs :

W .
dt = [arctan(t)] = arctan(—= ) ==
J, 0

on obtient finalement :

oy ()
6 1% (2n +1)3™/3
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X 1/2
Q J >xMdx =] x" dx car cette derniére série (a termes positifs) vaut Z TI qui
0
converge. Onadonc :
12 1 _ 1
J 1—xd z(n+1)2n+I
0

-y L
= Q=X

O L'exemple précédent s'étend a tout t élément de 10, 1] :

© © n+1
J >YxMdx=>Y | x"dxcar j X" dx = t+ il terme général d'une série convergente.
=0 =0
0 " " 0 0
t 1 T
= 2 dx= =y L
1-x n;:) n+1 nz=:l n
0
0 tn
= —Inl-H=Y L
n=1 n

- - - - O e & O 7 - g
O Qu'en est-il maintenant pour t < 0 ? Pour voir si > x"dx=> [ x"dx, nous devons vérifier

L JU
si lasérie Y. [ |x"| dx converge. Or :
n=0
t

O n = 0 nn S n+l tn+1 o |t|n
X'[dx=3 [ D)"x"dx =Y (-1) =
n=0 n=0 n+ l
t t
qui converge pour |t| < 1. Dans ce cas, la permutation des symboles d'intégration et de sommation
conduit au méme résultat. Donc :

Vtel-1, 1[,—In(1—t)—i%

1 S 1 0
On notera que, pourt=1, 1 dx aussi bienque >, [ x"dx=>] 1 divergent.
l - X n=0 n=0 n + 1
0
n-1
Par contre, pour t = — 1, on retrouve la formule In(2) = >, ﬁ—lnL bien que la démonstration
n=1

précédente ne puisse s'appliquer a ce cas.
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13 13
1

113 *
O Considérons | ——dt = >t*dt = Y
1 —t n=0 n=0

0 0 0

général d'une série convergente. Comme par ailleurs :

—lzdt:l L+Ldt:1[—ln(1—t)+ln(l+t)]

1-t 2 0

0

1/3
1
t2" dt car 2N dt = —r terme
J i (o0 + 1)

2 1-t 1+t
0

=2 In¢) + In@) = "2

on obtient :
In(2) _ < 1
2 =0 32”+I(2n +1)

1 © 1 ©
Par contre, —12 dt diverge, au méme titre que Y 2" dt=> 1
0 1 _t n=0 0 n=0 Zn + l

4- Dérivation
Soit (f,) une suite de fonctions de classe C* & valeurs dans R ou C, et convergeant uniformément
vers f. 1l n'est pas sar que f soit dérivable, ni a fortiori que f,,' converge vers f .

EXEMPLES :
Q f,(0) = % sin(nx)

Cette suite converge uniformément vers 0. Chaque terme est dérivable, mais la suite des dérivées ne
converge pas.

0 4(x) = /x2+%

Cette suite converge simplement vers |x| qui n'est pas dérivable en 0. La convergence est méme
uniforme. En effet :

0 <o) —[x| = ——t <L

A /x2+%+|x| \n

O Le méme probleme se pose pour les séries. On peut montrer que, sur [-r, 7], on a:
2 0 n
¥=L+y ﬂ:%L cos(nx)
3 n=1 n
Peut-on en deduire, en dérivant terme a terme, que :

© n+1
NEDY ﬂ—rl]L sin(nx) ?
n=1

qui tend vers 0

Rien n'est moins sdr. 1l n'est d'ailleurs pas évident de montrer que la série converge. Il se trouve
cependant que I'égalité a effectivement lieu, sur J-=, =[, mais ni en = ni en —x, ou I'égalité est
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clairement fausse, puisque le membre de droite est nul. En dérivant de nouveau terme a terme, a-t-
on:

2=3 4(=1)"" cos(nx) ?
n=1
Non, car la série diverge.

On ne peut donc rien déduire du comportement des f,' a partir de celui des f,. Cependant, l'inverse
est possible. Si on connait le comportement des f,', on peut en déduire quelque chose sur les f,, car
on se ramene a un probleme d'intégration. On a:

PROPOSITION :

Soit (f,) une suite de fonctions de classe C* sur un intervalle I, qui converge simplement vers une
fonction G et telle que la suite des dérivées converge uniformément vers une fonction g sur tout
segment de 1. Alors G est C' et G' = g. De plus, () converge uniformément vers G sur tout segment
de I.

Comme pour la continuité, on peut se contenter de la continuité uniforme sur tout segment de |,
puisque la dérivation est, comme la continuité, un probléme local.

Démonstration 1 :
Soit Xo un pointde I. Ona lim fy(Xo) = G(Xo) et, pour tout x de I :
N—00

fa(x) = J f'(t) dt + fn(xo)
X0

En appliquant le résultat relatif a I'intégration d'une suite de fonctions convergeant uniformément
X
sur un segment (ici le segment [xo, X]), le membre de droite converge vers J g(t) dt + G(xo), d'ou :
X0
X
G(x) = lim f,(x) :J g(t) dt + G(xo)
n—>+o0 y
0

donc G'(x) = g(x), puisque g est continue comme limite uniforme de fonctions continues sur tout
segement de I.

On remarque qu'il suffit de supposer la convergence de (f,(xo)) et la convergence uniforme de (f,)'
sur tout segment pour appliquer le raisonnement précédent et en particulier conclure a la
convergence simple de (f,) sur I.

Enfin, la convergence de (f,) vers G est uniforme sur tout segment. En effet, prenons un segment J
(que I'on étend éventuellement de fagon a ce qu'il contienne Xo) et soit x elément de J :

X
|fa(x) - G| = J f'(t) — 9(t) dt + fa(Xo) — G(Xo)
X0
< |x=Xo| Il fa' = g [le + | fa(X0) — G(Xo)| 0 || |l €St ici la norme uniforme sur J

<3112 = g [lo + | f2(X0) — G(X0)| ot1|J| désigne la longueur de J
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= | fa=Gll <[ I f = gl + [falxo) — G(Xo)| quantité qui tend vers 0 quand n tend vers
Linfini).

Démonstration 2 :
Soit Xp un élémentde 1. On a:
lim SK=CC0) = jjm  jim )=l
X—>Xg X —Xo X—Xo N—>+o  X—Xo
= dim  lim &) =f0) (5 jystifier)
n—+wo X—>Xg X—Xo
= lim fy'(Xo)
N—+o0
= g(Xo)
I suffit de justifier la permutation des limites en deuxiéme ligne. Pour cela, il suffit de montrer que

les fonctions hn(x):Mé)%&2 forment une suite qui converge uniformément vers
— A0

h(x):gz)%@2 sur un segment de | contenant xo. Or, en appliquant [l'inégalité des
— A0

accroissements finis :

hn(X) — hp(X) = (fn — fp) (X))( : )((? - fp) (Xo)

= (0 GOl < 1o~ Fy' e
Si on fait tendre p vers l'infini, on a donc, pour tout x du segment :
[Ma() — ()| <12’ g [l

donc [lhn—hlk<[f' =gk
La suite (f,") convergeant uniformément vers g, il en est de méme de la suite (h,) qui converge donc

uniformément vers h(x) = gx)%@
— A0

On en déduit la généralisation suivante pour les fonctions de classe C¥, en appliquant le théoréme
précédent successivement & f*™, f¢2) etc. en remontant jusqu'a f :

PROPOSITION :

Soit (f,) une suite de fonctions de classe C* sur un intervalle I, telle que les suites (f.), (f.), ...,
(£.%Y) convergent simplement et telle que la suite (f,*) converge uniformément sur tout segment.
Posons G la limite des f,. Alors G est de classe C¥, et pour 0 < i <k, G" est la limite simple de la
suite (f,"), la converge étant uniforme sur tout segment de 1.

Pour une série, le théoreme de dérivation s'exprime comme suit :
PROPOSITION
i) Soit (f,) une suite de fonctions de classes C' sur un intervalle 1. Si la série (X f,") converge

o0
normalement sur | ou sur tout segment de I, et si la série (. f,) converge simplement, alors D’ f, est
n=0

de classe C!, (X f.)' = D f.".
n=0 n=0
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i) Soit (fn) une suite de fonctions de classe C* sur un intervalle 1. Si, pour tout i élément de
[0, k—1] les séries (X f.7) converge simplement sur I et si la série (X f.%) converge

o0
normalement sur | ou sur tout segment de 1, alors la somme 3 f, est une fonction de classe C¥, et
n=0

pour 0 <i<k, (3 f)@ =3 £,0.
n=0 n=0

Démonstration :

O Cette proposition découle de la proposition précédente sur les suites, en considérant la suite des
sommes partielles.

Une démonstration directe du i) peut également étre donnée. Puisqu'il y a convergence normale de

(2 fn) sur tout segment, on a, pour tout x et Xo :
X

J ) dt=> | f'(t) dt (utilisation de la convergence normale sur un segment)
n=0 n=0

X0 X0

= 2. (fa(x) — fa(%0)) = 2. fa(X) =2 fa(xo)
n=0 n=0 n=0
Comme > f,'(t) est continue (série convergeant normalement de fonctions continues), Y. f,(x) est
n=0 n=0

bien une primitive de > f,'(t).
n=0

EXEMPLES :
1 1 1 e :
Q Pour tout x, Z T+l converge sur R, car e < = Les dérivées de chaque fonction valent
n=1
- (_xzf_xnzfz dont la valeur absolue est majorée par :
2xl 4 diicer te fait aue 2% 2n|x| -
s < utiliser le fait que <
(Z+n?)? " n? ( e < =Y
donc la série des dérivées converge normalement. La dérivee de la série Z ;zl—nz est donc bien
n=1
Z (x°+ n)

o0 o0 -

Q Soit G(x) = D cosn NX). alors GX)=->, %@ car la série dérivée converge normalement. Par
n=1 n=1

contre, on ne peut rien dire de G".
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[>e}

n
Q On définit I'exponentielle complexe comme étant e” = > % Considérons une variable réelle t et
n=0 'f:

tnzn © n-1_n

. La série des dérivées est Z (= 1)1

sur tout segment. 1l s'agit donc bien de la dérivée de e" par rapport a t.

la fonction t — e = Z = ze" qui converge normalement

n=0

-

lll : Intégrales dépendant d'un paramétre
Une intégrale dépendant d'un parametre est une fonction de la forme

g(x) = J f(x,t) dt

Ainsi, on integre une fonction de t sur un intervalle I, mais cette fonction dépend d'un parametre Xx.
On obtient donc une fonction g(x). En général, on ne sait pas calculer explicitement l'intégrale de
sorte que la seule expression connue de g est sous cette forme intégrale. Se pose alors souvent la
question de calculer une limite de g (ou de savoir si g est continue) ou de dériver g.

Comment calculer lim g(x) ? On est évidemment tenter de dire que cette quantité vaut
X—>Xo

J lim f(x,t)dt= J f(xo,t) dt si f est continue, d'autant plus que, si lI'intégrale n'est pas calculable,
X—>Xo
| |

c'est a priori la seule possibilité de traitement a notre disposition. Malheureusement C'EST FAUX.

EXEMPLES :
Q Soit g(x) = J e ™ dt définie pour x > 0. On a donc g(0) = O et on Vérifiera que pour x >0,

0

g(x) = 1. Desorte que lim g(x)=1= [ lim xe®dt=0.
x—0 x—0
0

x>0 x>0

Q Soit g(x) = J Tt)z dt . On a g(0) = 0, mais, pour 0 < x < 1, en effectuant le changement

H
C

devariableu=1-t+txout=

-

>

X
g(x) = J ﬂz—z—d
= W(;_l+ In(x))

1 X
=— + -
=T —2(1 %) In(x) - 1 quand x tend vers 0

insi i ! xt
Ainsi, lim —zdt-l;t lim ———=dt=0
x—0, x>0 J 1-t+1tx) J x—0, x>0 (1 -t +tx)
0
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Q Soit g(x) :f ﬁ?dt. Ona:
0

9(0)=0

_ (7 1 _T _
pour X >0, g(x) = 0 mzdu—zen posant u = xt
pourx<0,g(x):—g

donc g n'est pas continue, bien que la fonction (x, t) —» ﬁqz le soit.

De méme, on peut étre tenté de deriver g en dérivant f par rapport a x, autrement dit de dire que
%g: J g—)f((x,t) dt. Mais cest EGALEMENT FAUX.
|

EXEMPLES :
Q Soit g(x) = waze“‘ dt définie pour x > 0. On vérifiera que pour x > 0, g(x) =x. On a donc
0

g'(x) = 1 pour x > 0. Cependant JM g—i(x,t) dt = Jﬂo (2x — tx?)e ™ dt et pour x = 0, cette quantité
0 0
vaut 0 alors que nous avons vu que g'(0) = 1. On adonc g'(0) # J " %(O,t) dt.

0
Q Soit g(x) = JOOXS’Z e ™ dt définie pour x > 0. On Vérifiera que pour x > 0, g(x) = \/} On a donc
0

g'(x) = ZL pour x > 0, et g'(0) n'est pas défini. Cependant Jm %(x,t) dt = J " (%& — tx¥?)e ™ dt
0

\/;( 0

et pour x = 0, cette quantité vaut 0 alors que nous avons vu que g'(0) n'est pas défini.

o (42 2
Q Pour x > 0, posons g(x) = J exp( tz(t;i 1)x) dt. (Dans cet exemple, et contrairement aux

0
précédents, bien malin est celui qui sait calculer g pour pouvoir vérifier ce qu'il avance ®).
A-t-on le droit de dériver sous le signe d'intégration, obtenant ainsi :

g'(x) = J " 2x exp(— (E + 1)¥) dt = — 2x exp(— x2) J “ exp(— B3 dt ?
0 0

En admettant la formule JOO exp(— V2 dv = lzﬁ (intégrale de Gauss, formule prouvée dans le

0
chapitre L2/INTMULT.PDF, ou dans les exercices du présent chapitre), et en faisant le changement
de variable v = tx, on obtiendrait, pour x>0 :

g'(x) = —\[m exp(- )
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Cette dérivée admet une limite en x = 0, de sorte que g'(0) = — \/;c alors que g'(x) donnée par
I'expression Jw— 2x exp(— (2 + 1)x%) dt est nulle pour x = 0. Que conclure ? Contrairement &

0
I'exemple 1 ou g était calculable, permettant de trouver g' et de voir quelle formule est incorrecte,
ici, on ne connait pas l'expression de g. On voudrait au contraire se servir de I'expression de g' pour

I'intégrer et retrouver une expression de g. Encore faut-il savoir si I'on a bien g'(x) = — \/7_r exp(— X9,
malgré le probleme posé en x = 0.

Pour intervertir limite et intégration, ou bien dérivation et intégration, il est besoin d'hypotheses
supplémentaires indispensables pour garantir le résultat. Si ces hypotheses ne sont pas vérifiées,
on ne peut rien conclure.

1- Limites et continuité
Soit A et | deux intervalles de R.. On considére une fonction f :
Axl—->RouC
(xt) — f(x,t)
et son intégrale dépendant d'un paramétre g : x € A — J f(x,t) dt.
|

Soit a élément de A, ou méme une des bornes de l'intervalle A. On s'intéresse a lim g(x). Pour
X—a

cela, on souhaite intervertir limite et intégrale, comme on I'a fait pour les suites de fonctions, et pour
y parvenir, on va précisément se ramener a une suite de fonctions, en utilisant la caractérisation
séquentielle des limites, montrée dans le chapitre L1I/FONCTION.PDF. Cette propriété énonce qu'il
y a équivalence entre :

i) g tend vers g(a) lorsque x tend vers a.

i) Pour toute suite (x,) tendant vers a, (g(x»)) tend vers g(a)
On cherche donc maintenant lim g(x,) = nIim f(xn,t) dt, pour toute suite (x,) de limite a, et a

—>0

N—c0
|

quelle condition cette limite vaut J lim f(x,,t) dt.
n—oo
|

Il s'agit donc bien d'une simple intervertion de passage a la limite avec le symbole d'intégration pour
la suite de fonctions n — f(x,, .). Il suffit que les hypotheses du théoréme de convergence dominée
soient vérifiées, a savoir :
que la suite converge simplement vers une fonction limite. Il suffit de supposer que, pour
tout t, Xlimaf(x, t) existe. Nous noterons h(t) cette limite. Si (x,) converge vers a, on aura aussi
%

lim f(xn, t) = h(t).
Nn—o0
que la fonction f soit dominée par une fonction t — ¢(t) intégrable sur I, autrement dit, que :
v n, Vt, |f(xn,t)| < o(t). Bien que la fonction ¢ puisse dépendre de la suite (xn) choisie, la condition

sera a fortiori vérifiée si ¢ n'en dépend pas et si on impose que, pour tout x et tout t, |f(x,t)| < o(t).

on ajoute des hypotheses de continuité par morceaux pour garantir la possibilité de définir
les intégrales.
On a ainsi montreé le théoréme suivant :
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LIMITES
Soit f une fonction a valeurs réelles ou complexe définie sur A x | ou A et | sont deux intervalles de
R, et soit a un point de A ou une de ses bornes. On suppose que :

pour tout t de I, I'application x — f(x, t) admet une limite h(t) quand x tend vers a.

pour tout x de A, les applications t — f(x, t) et t — h(t) sont continues par morceaux par
rapport at.

il existe une fonction ¢ continue par morceaux et intégrable sur | telle que, pour tout (x, t)

de A x I, on ait |f(x,t)| < o(t) (hypothese de domination).

Alors la fonction g admet une limite enaet lim g(x) = J h(t) dt.
X—a
|

Il est inutile de supposer les fonctions t — f(x, t) intégrables car cela découle du fait qu'elles sont
continues par morceaux et dominées par la fonction intégrable ¢. h sera également intégrable car

elle est aussi dominee par ¢ en passant a la limite dans l'inégalité |f(x,t)| < o(b).

Si a € A et si, pour tout t, la fonction x — f(x, t) est continue en a, alors, sous I'nypothese de
domination précédente, on aura avec h(t) = f(a, t) :

lim g(x) = J f(a,t) dt = g(a)
X—a
|
donc g est continue en a. Ainsi, on aura le théoréme de continuité suivant :

CONTINUITE
Soit f une fonction a valeurs réelles ou complexe définie sur A x | ou A et | sont deux intervalles de
R.. On suppose que :

pour tout t de I, I'application x — f(x, t) est continue
pour tout x de A, lI'application t — f(x, t) est continue par morceaux par rapport a t.
il existe une fonction ¢ continue par morceaux et intégrable sur | telle que, pour tout (x, t)

de A x 1, on ait | f(x,t)| < ¢(t) (hypothése de domination).

Alors la fonction g définie sur A par g(x) = J f(x,t) dt est continue sur A.
|

REMARQUES :
Q La continuité étant une propriété locale, il suffit que I'hypothése de domination soit vérifiée sur
un ensemble de la forme [a—r,a+r] x I, r >0, pour prouver la continuité en a.

QO Si A et | sont des segments et f est continue, alors I'nypothése de domination est veérifiée. En
effet, f étant continue sur le fermé borné A x 1y est bornée (voir L2 EVNORME.PDF) donc on peut

prendre pour ¢ une constante M majorant |f|

O On pourra faire un parallele entre le théoreme de continuité des intégrales dépendant d'un
parameétre et celui des séries de fonctions convergeant normalement. Ci-dessous, nous avons
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souligné en couleur les analogies. On passe d'une situation a l'autre en remplacant le symbole
d'intégration par celui de sommation, et la variable réelle t par I'indice entier n :

904 = J f(c, 1) dt 909 = X 1,09

Hyp: Vt, x— f(x, t) est continue Vv n, x — f(x) est continue
39,V (1), [0 D] < @) 3 (on), ¥ (%, ), [£100] < 1
j o(t) dt converge ioq)n converge

Alors : | X — g(x) est continue

EXEMPLE 1:

EIOnaJ (1—+t272dtzx_>lli’n)2¢1 Ol—itz?}r_tzdt

En effet, la fonction 1—it2 ?i—tz est continue en x et en t et est dominée par 1. On peut donc

prendre la limite quand x tend vers 1, x étant différent de 1. Ceci permet de calculer I'intégrale de
gauche en utilisant I'intégrale de droite ou I'on peut faire une réduction en éléments simples :
1 1 _ 1 1
T+8X+ 8 2-19+8 ¥ +t2)

S | 1 !
= L1+t2x2+t2dt:x2 1(J1+t20|t J 3 zdt)

m T 1arctan( ))
1

qui tend vers l x (- f'(1)), ou f est la fonction x — ™ arctan(;).

f'(x) = ——z(arctan( )+—2) =f'1)=-

1
_n,1
dOﬂCJomdt—8+4

On peut aussi calculer cette intégrale en posant t = tan(0). Vérifions le résultat :

1 n/4 /4
L dt=| cost@)do=| 1FrC0S@)ge-z,1
areyt ), 2 8" 4

0

n 1
4 2

EXEMPLE 2:

lim —2—21—2dt
(1+ w»1x¢1 +HEX +t

La dlfference avec l'exemple 1 prowent du fait que I'on a remplacé l'intervalle d'intégration [0, 1]

par [0, +oof. La domination de la fonction 1—1,[2 ?i_tz par 1 ne convient plus, puisque 1 n'est pas
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intégrable sur [0, +oo]. Cependant, elle est également dominée par 1—it2 qui, elle, est intégrable. On

peut donc poursuivre les calculs comme plus haut :
dt
J —2;2—2 (J 1+ 0 f i )

2x2

@ D@+D
qui tend vers % quand x tend vers 1. Donc J m dt = %
Vérifions. Posons t = tan(0).

© /2 /2
_12_2 dt = COSZ(O) do = M do=1
@9 0 2 2

0

EXEMPLE 3
0 Soit I(x) = J In(1- 2xcos(6) + x?) do

Posons f(x,0) = In(1- 2xcos(®) + x?), fonction définie et continue sur ]-1, 1[ x [-x, ]. Soit a un
point de ]-1, 1[. Montrons la continuité de f en a. Pour cela, choisissons r strictement positif tel que
[a—r, a+r] soit inclus dans ]-1,1][. f est définie sur le fermé borné [a—r, a + r] x [-=x, ] donc y est

bornée. L'hypothése de domination est donc vérifiée au moyen d'une constante majorant |f| et | est
continue sur [a —r, a + r], donc en a. La démarche étant possible pour n'importe quelle point a de
]-1, 1], I est continue sur ]-1,1].

On montre de méme que | est continue sur tout segment inclus dans ]1, +oo[, donc continue sur
]1, +oof, et également sur J—oo, —1].

La valeur de I(x) est donnée un peu plus bas dans le cours.

EXEMPLE 4 :

Q Soit f(x) = JOO tiAT_:—;)Q dt. On ne peut pas montrer facilement que f est continue. En effet, la

fonction dominante la plus naturelle est 1—it2 mais cette fonction n'est pas intégrable en +c. De

fait, il est possible de montrer (mais c'est loin d'étre évident, et nous I'admettrons) que,
f(x) =gsg(x) exp(—|x|), ot sg(x) =1 si x>0, 1 si x < 0 et 0 si x = 0. f est discontinue en 0. En
particulier :

. © t sin(tx T

| =

| EETa
0

Xx—>0

alors gu'on aurait pu croire que la limite est nulle.
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2- Dérivation
On a un théoréme analogue pour la dérivation de la fonction g, en utilisant une hypothése de

domination sur a—f.
OX

THEOREME DE DERIVATION
Soit f une fonction a valeurs réelles ou complexe définie sur A x | ou A et | sont deux intervalles de
R, f étant telle que :

pour tout t de I, I'application x — f(x, t) est de classe C*
pour tout x de A, I'application t — f(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur |

la dérivée partielle g—i vérifie les hypotheses du théoreme précédent (x — (%f((x, t) est

continue, t — g—)f((x, t) est continue par morceaux. Il existe ¢ continue par morceaux et intégrable

sur | telle que, pour tout (x, t), on ait

Sx, t)‘ < o(t)).

Alors la fonction g définie sur A par g(x) = J f(x, t) dt est de classe C* sur A et sa dérivée est la
|

fonction x —> J —(x, t) dt.

Démonstration :

O Soit a un élément de I. Nous voulons montrer que g'(a) = J —(a,t) dt, autrement dit que :

h—0

Par ailleurs, cette derniere fonction est une fonction continue de a en appliquant le théoréeme de

continuité sur l'intégrale J —(a,t) dt, pmsque 8_f en vérifie les hypotheses, de sorte que g sera bien

lim %iim:ﬂl J¥4aom *)

ct |
La démonstration de (*) est comparable a celle sur la continuité. Il suffit de prendre une suite (hy)

quelconque tendant vers 0 et de montrer que lim g@+ h”) 9(a) - J 8f(a t) dt.

n— o

g(a+hy) —g(@@) _ J fla+hnt) @t 4
hn hn

fa + hn,t) — f(a,t) de sorte que :
h ' '

n

Notons f, la fonction qui, a t associe

g@@a+hn)—g@_
o = J £a(0) dt.
|
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Quand n tend vers l'infini, la suite de fonctions (f,) converge simplement vers 2—;(a,t). Par ailleurs,

en utilisant I'inégalité des accroissements finis sur la fonction x — f(x,t), on a, pour tout t,
f(a‘ + hnvt) — f(a’t)
hn

< op(t). De sorte que |fn| < ¢ et on peut appliquer le théoréme de convergence

dominée :
lim 9@*h)—09@_ |y Jf(a+hn,t)—f(a,t)OIt

n— oo n n— oo hn

n— o
of
= —(a,t) dt
JI 8x(a )

Le théoréme de dérivation admet la généralisation suivante, pour les fonctions de classe C*:
PROPOSITION

Soit f une fonction a valeurs réelles ou complexe définie sur A x | ou A et | sont deux intervalles de
R, f étant telle que :

pour tout t de I, I'application x — f(x, t) est de classe C¥,

= J lim flat h“’r? —fa.) dt (application du théoréme de convergence dominée)
n
|

i
pour tout x de A,et i élément de [[O, k — 1}, les applications t — g—xfi(x, t) sont continues par

morceaux et intégrables sur I,

o o

la dérivée partielle pV; vérifie les hypothéses du théoréme précédent (x — ﬁ(x, t) est
k
continue, t > g—xf((x, t) est continue par morceaux. Il existe ¢ continue par morceaux et intégrable
|
telle que, pour tout (x, t), on ait y(x, )| < o(t)).

Alors la fonction g définie sur A par g(x) = J f(x, t) dt est de classe C* sur A et pour tout i élément
|

de [0, k—1T, g¥(x) = J g—;(x, f) dt.
|

Démonstration :

O Dans le théoréeme de dérivation précédent, vérifions que, outre la fonction g—; dominée par o, la

fonction f vérifie aussi une hypothése de domination sur B x I, ou B est un intervalle borné
guelconque inclus dans A. Soita € B. On a alors :

fx, ) =f(a 1) + [ Lu, 1) du
OX
a
donc |f(x, )| <|f(a, t)| +|x—a| ¢(t)
donc, si L est la longueur de B, la fonction f vérifie I'hypothese de domination suivante :
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VxeB, Vtel |fx ] <|f@ t)| + L o)

avec t — | f(a, t)| + L o(t) intégrable sur I.

k
Par conséquent, dans le cas de notre proposition, le fait que g_xf‘ veérifie une hypothése de domination

n.

permet d'en déduire, par une récurrence descendante sur k, que toutes les dérivées g—xl; 0<n<k,
veérifient chacune une hypothése de domination sur tout B x I, B intervalle borné inclus dans A. A
tout rang n < k, le théoréeme de dérivation permet alors de conclure que la fonction
n n+1
X —> J g—xl;(x, t) dt est de classe C! sur B, sa dérivée étant la fonction x — J gx—mi(x, t) dt. B étant
| |
quelconque inclus dans A et la dérivation étant une propriété locale, on en déduit qu'elle est de
classe C* sur A. Par conséquent, g est de classe C¥, ses dérivées successives s'obtenant en dérivant
par rapport a x sous le signe d'intégration.

EXEMPLE 1:

O Reprenons l'exemple de I(x) = J In(1— 2xcos() + x°) d® dont on a montré au paragraphe
précédent la continuité sur R \ {-1, 1}. Soit f(x,0) = In(1— 2xcos(B) + x). On a:

of _ _ 2x—2cos(0)

ox  1-2xcos(6) + X2
continue sur tout -1, 1[ x [-x, «], ou sur ]1, +oo[ x [, =] ou sur J—eo, —1[ x [-x, «]. En procédant
d'une maniére analogue a I (en se restreignant a des ensembles de la forme [a—r,a +r] x [-=, 7], @
étant élément de ]-1, 1[ ou de ]1, +oo[ ou de ]-<0, —1[), on montre que I'hypothese de domination est
of
OX
sur chacun des intervalles ]-1, 1[, ]J1, +oo[ ou ]—o0, —1[ avec :

'(x) = J " 2x—2c0s(0)

1 — 2xcos(B) + X

verifiée par —sur [a—r, a + r] x [-x, «], donc | est dérivable sur tout [a —r, a + r], donc dérivable

2
posons u = tan(%), de sorte que cos(0) = ﬁ? Ona:

YO x(1+u%) — 1+ u? 2
I'(X) = 2
) J A0+ _2x@ D1+
_ (7, x4 x-1 1 du
WL +x)?7 + (1-x)°1+u°
_2(” X —1 1
—;J P+ X7 + (1—x)2+1+u2du pour X non nul

o [Osi1<x<1

=2|_ arctan u@d+x) arctanu| =| 4n
X 1 —X - X Sinon
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Donc | est une fonction constante sur ]-1, 1[. Etant nulle pour x = 0, elle est identiquement nulle,

donc, pour tout x de ]-1,1[, J In(1 — 2xcos(0) + x*) do = 0.
Sur 11, +oof ou ]-o0, —1[, I(x) = 4m In(|x|) + Cte.

Montrons que la Cte est nulle. Pour x> 1,0na:
Cte = I1(x) — 4xnIn(x) = J In(1 — 2xcos(0) + x%) — 2In(x) do

:J In(1+1 2xcos(9}) 40

Prenons la Iim|te quand x tend vers +co, en Vérifiant qu'on peut intervertir les symboles lim et
X—>t00

Jn. Vérifions pour cela qu'une hypothése de domination est vérifiée pour (x, 8) € [2, +oo[ x [-=, 7].

—T

Ona:
-3 < 1 —22x < 1- 2x<2:os(e) < 1 +22x
4 X X X

La premiére inégalité & gauche est vérifiée car elle est équivalente & 3x* — 8x + 4 > 0 ou a

<3

(x—2)(3x —2) > 0 (une étude de fonction permet de trouver cette valeur %). La derniere inégalité, a

droite, est équivalente & 3x* — 2x — 1 = (x— 1)(3x + 1) > 0. On a donc :

In(%) <In(l + %‘;ﬂ@ < In(4)

et la fonction (x,0) — In(1 + %‘;ﬁ@) est bornée sur [2,+oo[ x [-m,x], donc dominée par une

fonction constante, intégrable sur [-r,7]. On peut donc permuter limite et intégrale et on obtient :

Cte= lim J”|n(1+ﬂ§ﬂ@)dezj" lim In(1 + 1=2X€08(0)y 4q = g
X—>00 X X—>00 X

—T

On procede d'une facon analogue quand x tend vers —co. Ainsi :

0si|x| <1
J In(1+1 2xcos(9}) {

4nin(|x|) si |x| > 1

Ce résultat a déja éte prouve en utilisant des sommes de Riemann, dans les exercices du chapitre
L1/INTEGRAL.PDF.

EXEMPLE 2 :
Q) Soit a un réel strictement positif. Considerons g(x) = Ja 1

—tX

dt.

—tx
Pour tout t > 0, la fonction x —> 1-

est continue et il en est de méme pour tout x de la fonction

1 _ e—tX . i . i . 1 _ e—tX
qui se prolonge par continuité en 0. En outre, si on écrit

t—> sous la forme w(tx)x
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—u

avec y(u) = 1- , 0N remarque que y est une fonction continue sur [0, o[ de limite nulle en +oo,

donc est bornée. Il en résulte que y(xt)x est bornée sur toute partie de la forme A x I, ou A est un
segment et | = [0, a], et donc que I'hypothese de domination s'applique avec comme fonction
dominante une constante, qui est intégrable sur [0, a]. Donc que ¢ est continue sur tout segment A
et donc continue sur R.

a
De plus, si on dérive sous le signe intégral par rapport a x, on obtient J e ™ dt = g'(x), puisque, la
0
aussi, la fonction e ™ est bornée sur tout ensemble de la forme A x I, o0 A est un segment
quelconque. On en déduit que :

vy _1—e™
g(x)——X

X
Comme g(0) = 0, on a donc g(x) = J g'(t) dt :J
0 0
supérieure et non plus intégrale dépendant d'un parametre. Curieusement, les réles de a et x sont
symeétriques, ce qu'on aurait pu voir :

X 1 _ e—ta

dt, intégrale fonction de la borne

e 0u bien en faisant le changement de variable u = %( dans la premiére intégrale

e ou bien en développant en série I'exponentielle. On obtient :

0 n+1 0 n+l g n+l nan
a0 =" LL_ll "X dt= Y ﬁ—L_ll X't tdt= Y ﬁ—L_ll xa
n=1 n. n=1 n n=1 n
0 0

n

fonction symétrique de a et x. (On vérifiera que le théoréme d'intégration terme a terme d'une série

® a
peut s'appliquer, autorisant la permutation de Y. et de J ). Il n'existe aucune expression de g sous
n=1
0

forme de fonctions élémentaires simples, mais on dispose de plusieurs formes de g : intégrales,
séries...

EXEMPLE 3 :

Q La fonction I'(x) = J e 't dt est définie pour x > 0 (voir L2/SERIES.PDF). Montrons qu'elle

0
est continue. Pour cela, considérons0<a<1<b:

0 1 0
j ettt dt=J ettt dt+J ettt
0 0 1

La fonction (x,t) — e t* est continue sur [a, b] x ], +oo[. Pour t élément de [0,1], elle est majorée
par e t*, qui est intégrable sur [0,1] donc la premiére intégrale est une fonction continue de x.
Pour la seconde, elle est majorée par e t°* qui est intégrable sur [1,+oo[ donc la deuxiéme intégrale
est une fonction continue de x.

I' etant continue sur tout intervalle [a, b], elle est continue en tout point de ]0,+oo[ puisque tout point
de cet intervalle peut étre mis a l'intérieur d'un intervalle [a, b] adéquat.
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On prouvera de méme que I"(x) est dérivable de dérivée T"'(x) = J e tIn(t) 1 dt, et par récurrence,
0
I est indéfiniment dérivable et T™(x) = J e tIn(t)" 7 dt.
0

Une curiosité : T'(1) = J e 'In(t) dt et on peut montrer que cette intégrale n'est autre que — v, ol y
0

est la constante d'Eulery= lim 1+ % +..+ %— In(n) (voir la partie Exercices de ce chapitre).

N—+oo

EXEMPLE 4 :
Q Soit F(x) = Jw Cf%%xz) dt. Peut-on conclure que F est dérivable ? En particulier, a-t-on
0

F'(x) = —Jwti'z :X dt ? Ce résultat est loin d'étre évident. La fonction majorante naturelle de la
0

0 cos(tx) _  tsin(tx) t - .
valeur absolue de — = — est en effet ui n'est pas intégrable et nous ne
ox 1+0 1+0 1+ P g

pouvons donc pas conclure directement en utilisant le théoreme de dérivation. En fait, il est possible

de montrer que Jw Clo%t?x} dt = g exp(— |x|) (une preuve est donnée en exercice), qui n'est pas
0

sin(tx

dérivable en 0, alors que Jw t L+t dt est nul en 0.
0

EXEMPLE 5 :
Q Soit x > 0 et F(x) = J eXt%Q dt. Sur tout ensemble de la forme {(x, t) € ]a, +oo[ x ]0, o[},
0

aveca>0, e™ %Q est dominée par e . Sa dérivée par rapport & x également. F est donc continue

et dérivable en tout point de Ja,+oo[, et donc sur R, a étant quelconque. Sa dérivée vaut :

F(x) = J esin(t) dt=—Im J et it
0 0
1 1

=Im—=-—
I—X 1+x

= F(x) = — arctan(x) + Cte

Par ailleurs, |F(x)| < J edt= % qui tend vers 0 quand x tend vers l'infini, donc Cte = g Ainsi,
0

pour toutx>0,0na: J e %Q dt = g —arctan(x)| = arctan %
0
La formule est également vraie en x = 0. En effet, on a montré dans les exercices du chapitre sur les

séries et intégrales généralisées L2/SERIES.PDF que J %Q dt = g (intégrale de Dirichlet). 1l en
0

-44 -



résulte que F est continue en 0, mais une démonstration directe de ce fait basée sur le présent
chapitre n'est pas facile car la seule hypothese de domination possible jusqu'en x = 0 serait avec la

. _[sin)|
fonction dominante

, mais celle-ci n'est pas intégrable sur ]0O, +oo[. On peut cependant écrire

que F(x) = i fa(x) avec fy(x) = J(nﬂ)ne’“ %@ dt. On vérifiera que, pour tout x, la série 2. f,(x) est
n=0 .

une série alternée telle que |fn(x)| décroit. On peut alors montrer que la série converge

uniformément en majorant la valeur absolue du reste par la valeur absolue de son premier terme :

k=n+1 (n+1)rx

n (04 sin(t) (+2)r
VX, [FO) = SR =] S RG0! <[ faa09)] < J " t | dtsj %dts 1
k=0
(n+1)n (n+1)n
La convergence étant uniforme et les fonctions f, étant continues (intégrant sur un segment,
I'nypothése de domination est vérifiée avec la fonction constante 1), il en est de méme de F. On peut
alors retrouver la valeur de I'intégrale de Dirichlet en faisant tendre x vers 0.

EXEMPLE 6 :
Q En utilisant l'intégrale de Dirichlet * sin(u) du =Z montrons que lim » tsin(tx dt=Z qui
u 2 x—0" 1+t 2

est donc différente de [~ lim, BN gt = o Remarquons qu'a priori, la fonction J—Z)t SN 1e
x—>0" 1+t 1+t

0

vérifie pas d’hypothese de domination car la fonction dominante la plus naturelle est 1—4'[-tz qui n'est

pas intégrable sur ]0, +oo[. Pour conclure, il convient de modifier I'écriture de I'intégrale. Pour tout

x>0:
Joo sin(tx) dt:J (tsm(tx) sm(tx)) dt+Joosingtx) dt
1+t 1+t t t
0
J sin(tx dt J m(tx} dt
t(1+1t9)

ﬂt—x} * sin(u) du en posant u = xt
t(L+t u

sin(tx
=_ dt+Z
J t(1+19) 2
0
On a réussi a augmenter le degré du dénominateur, ce qui permet maintenant de vérifier une
hypothese de domination sur la fonction Mt—x} X

t(1+1t°)
Vxe]0, 1], Vte]0, +of, t?'lnf% _t(ltjr( 7 < 1 itz’ fonction intégrable sur ]0, +oo

Donc on peut écrire :
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sin tx w0 sin(tx
lim dt=0
x—>O J t(1+t J x—0" t(1 +t9)
0
T
2

. © t sin(tx)
donc x|—|>rr(])+j ﬁz—dt_
0

EXEMPLE 7 (Lemme d'"Hadamard):

. : ) fx) 10 six=0
O Soit f une fonction de R dans R, de classe C". Alors la fonction g : x — X est

f'(0)six=0
1
de classe C"* sur R. Il suffit de constater que, pour tout x, g(x) = J f'(xt) dt. On montre que g est
0

8[1*1

C"! sur R en le montrant sur tout intervalle ]- a, a[, a > 0. Comme Wf'(xt) =t f(xt),

n-1

a 1
axn—l f (Xt)

[ a, a]. On a de plus, pour tout k entier entre O etn — 1 :

k.
g¥(x) = J ' g—xfkf'(xt) dt = J "D ) dit
0

0
1 (k+1)
donc  g®(0) = J teen gy g =)

I'nypothese de domination est prouvée en majorant par une constante majorant f™ sur

k+1

Q Plus généralement, soient f et h deux fonctions de classe C", s'annulant toutes deux en 0, mais

;i(% six#0
telles que h'(0) = 0. Alors g : x —> £(0
h'(0)
prend o tel que h ne s'annule pas sur J- o, af \ {0}. Un tel a existe car h est strictement monotone
dans un voisinage de 0. D'aprés la partie précédente, il existe des fonctions ¢ et y de classe C™*

est de classe C"* sur un voisinage ]- o, o de 0. On
six=0

telles que f(x) = xo(x) et h(x) = xy(x). Donc g = 2 avec v ne s'annulant pas sur - a, af, donc g est

C™* sur cet intervalle. La relation g'(0) = LJ(%% se montre en dérivant f(x) = g(x)h(x) puis en faisant

tendre x vers 0.

Exercices

1- Enoncés sur les suites de fonctions
Exo.1-1) Etudier la convergence simple puis uniforme des suites de fonctions suivantes :

a) Sur ]0, +eo, fa(x) = +2 exp(- - )
b) Sur [0, 1], fax) = o(x"), ol ¢ est une fonction continue sur [0, 1] non
identiqguement nulle et telle que ¢(0) = (p(l) =0.
X"
C) SurR, f(X) mz—
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d) Sur [0, n] fa(x) = nx sin(x) e™

e) Sur [0, +oo[, fa(x) = n*x e™, suivant les valeurs de a..
_ X+n
) Sur [0, +oo, fa(x) = arctan(nx " 1)
1six=0
g) Sur J-=, x[, Soit fo(x) =| SiN(X) G on
nsin(x)
2
h) SurR, fa(x) = Min {n, -}
B 1
nx sur [0, n]
. 12
i) Sur [0, 1], fa)=| —nx+2sur[= ]
2
B 0 sur [n,l]

Exo.1-2) Soit (f,) la suite de fonction définie pour n entier strictement positif par :
_ 1 (4n-3)x+4n-2 2n—1
> = _
Vx>0, filx) 4n—3( X + 2 (2n—1)x+1)
a) Chercher la fonction limite simple de la suite (f,) sur ]O, +oo[. On note g cette limite.
b) Pour tout n, montrer que f, se prolonge en une fonction C* sur [0, +oo[. Que vaut f,'(0) ?
c) Montrer que g se prolonge en une fonction C* sur [0, +oo[. Comparer g(0) et lim f,(0)
nN—oo

ainsi que g'(0) et lim f,'(0). Représenter graphiquement la fonction g ainsi que quelques fonctions
N—o0

fn.

d) La suite (f,) converge-t-elle uniformément vers la fonction g sur ]0, +oo[ ?
Exo.1-3) Soit (P,,) la suite de polynémes définis sur [0, 1] par :

Po=0etV n>1,Pa(X)= Pa(X) + % (X— P.2(X)).
a) Montrerque : Vx € [0,1],Vn, 0< \/}— Pn(X) < A&
2+ n\/}

b) En déduire que la suite de polynémes (P,) converge uniformément vers la fonction

X — \ﬁ( sur [0, 1].

Exo.1-4) Les deux questions sont indépendantes.

a) Montrer que la suite de fonctions (f,) définies par f,(x) = (1 + %)‘” converge uniformément

vers la fonction x — e sur [0, +oo[

. o 1-Xysio<x<n
b) Montrer que la suite de fonctions définies sur [0, +oof par fy(x) = n
0six>n

converge uniformément vers la fonction x — e sur [0, +oo].
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Exo.1-5) Soient f, g deux fonctions et (f,) une suite de fonctions, toutes definies continues de R
dans R.
a) Si (f,) converge simplement vers f, est-ce que (f, o g) converge simplement versfo g ?

b) Si (f,) converge simplement vers f, est-ce que (g o f,) converge simplement vers g o f ?
c) Si (f,) converge uniformément vers f, est-ce que (f, o g) converge uniformément vers

fo g ?

d) Si (f,) converge uniformément vers f, est-ce que (g o f,) converge uniformément vers
gof?
Exo0.1-6) a) Soit (f,) une suite de fonctions continues sur R, convergeant simplement vers f

continue. Soit (x,) une suite convergeant vers un reel x. A-t-on lim  fy(xp) = f(x) ?
n—>+o0

b) Méme question en supposant que (f,) converge uniformément vers f.
c) Méme question en supposant que (f,) converge simplement vers f et qu'il existe k > 0, tel
que, pour tout n, f, est une fonction k-lipschitzienne.

Exo.1-7) Soit f, I'application définie sur [0, +oo[ par f,(X) = ﬁz
a) Tracer le graphe de fi.

b) On considére la suite définie par x; > 0 et Xn+1 = fo(Xn). Déterminer la limite de la suite

(%n)-
c) Déterminer un équivalent de (x,) quand n tend vers l'infini.
Exo.1-8) a) Montrer que, pour tout n entier strictement posif, les intégrales I, :Jw Z';]+n§ dx sont
0
définies.
b) Calculer lim I,.

N—o0

Exo0.1-9) Soit f continue sur [0, 1].

1
a) Calculer lim nj f(t) t" dt
N—o0

0

1
b) Calculer lim n? J £(t) £ (1 — 1) dt
N—>o0
0 1
c) Plus généralement, calculer lim nP* J f(t) t" (1 — t)° dt pour tout entier p positif ou nul.
n—oo
0

1
d) Donner un équivalent de J t" e dt quand n tend vers l'infini.

0

Y o T _1 1 1
e) Soit I, = J T+1 dt. Montrer que I, = on Ik + O(Hz)
0

Ex0.1-10) a) Trouver une suite de fonctions (f,) continues sur [0, 1] telles que :
Vtel0,1], lim fy(t) =+
Nn—co
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N—c0

et lim Jl f.(t) dt=0
0

b) Trouver une suite de fonctions (f,) continues sur [0, 1] telles que :
Vitel[0,1], lim fy(t) =+
N—o0

et lim jlfn(t) dit = —oo
N—»00
0

c) Donner un exemple de suites de fonctions f, intégrables sur R, convergeant uniformément

vers 0 sur R, mais telle que la suite d'intégrales JOO fa(x) dx tende vers +oo.

—00

d) Trouver une suite de fonctions non intégrables sur R, qui converge uniformément vers
une fonction intégrable sur R.

e) Trouver une suite de fonctions intégrables sur R, qui converge uniformément vers une
fonction non intégrable sur R.

Exo.1-11) Soit f, continue sur [0, +oo[ définie pour n entier strictement positif par :
1
fn(0) = =

f, est affine sur [0, n’]
f, est nulle sur [n?, +oo[
a) Quelle est la limite simple de (f,) lorsque n tend vers +oo ? La convergence est-elle

uniforme ? Quelle est la limite de Jw fa(x) dx ?
0

b) Soit ¢ : x € ]0, +oo[ - ——=. Montrer que ¢ majore toutes les fonctions f, sur ]0, +oo[. ¢

3/2 \/_

est-elle intégrable sur ]0, +oo ? Peut-on trouver une fonction intégrable sur ]0, +oo[ qui majore
toutes les fonctions f, ?

. o 1
Ex0.1-12) Soit I, = J m dt, pour n > 1.
0

a) Montrer que, pour tout n, l'intégrale I, est convergente.
b) Montrer que I, ~ n quand n tend vers l'infini.

Ex0.1-13) a) Montrer que, pour tout n > 0, I'intégrale généralisée J N uﬁ%&? du est convergente.

b) Calculer lim j usin(u) g,
n— o

_n In(1 + —)
Exo.1-14) Déterminer lim —2— dt.
N—>00 1+t
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Exo.1-15) a) Montrer que, pour tout entier n > 0, l'integrale I, = JOO arctan(t) dt est définie.

t
+ =
0 n

b) Donner un équivalent de I,, quand n tend vers l'infini.

Ex0.1-16) On se propose de montrer que JOO e 'In(t) dt +y =0, ou vy est la constante d'Euler, définie

0

comme étant lim 1+ % + .. +%— In(n).

N—+o0

a) Montrer que I'égalité a prouver est équivalente a :
n o0
lim JnMdHJ e'n@d)dt=0
N—>+o0 t n
0 0

b) Montrer que  lim Jw etinl) dt = 0.
N—+oo n

n

n
c) Il reste donc a montrer que lim Jn 1- 1t_ tin dt + Jn et In(%) dt = 0. Par une
0

N—+o0
0

nat . n
intégration par parties, montrer que cette relation est équivalente a lim J ult_t/nL dt=0
N—+oo
0

et conclure.

2- Enoncés sur les séries de fonctions
Ex0.2-1)Soit f(0) = 3 %ﬂ—"l
n=1

a) Montrer que la série converge pour tout 0 et que f est C.
b) calculer f(6).

Ex0.2-2) Soit f(x) = Y. &'mnr;m_
n=1

a) Quel est I'ensemble de définition de f ?
b) f est-elle continue ?

c) fest-elle C* ?

d) Quelle est la limite de f'en 0 ?

1 0 n+1 1 0
Exo0.2-3) Montrer que (X dx = > ﬁ—%]nL etque J lx dx =2 ln

Y0

fe t _1l(=
Exo0.2-4) Montrer que 1 dt = ZJ 1 dt.
0

Y0
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Ex0.2-5) Soit g(x) = nZ: §2+_n2

a) Quel est I'ensemble de définition de g ? g est-elle continue ?

b) En comparant g(x) avecj —zx—zdt, calculer lim g(x).
t"+X X—>+00

c) Pour tout n, calculer la dérivée de la fonction t — —zt—z En déduire, pour tout x > 0, la

2
valeur de dt. Calculer dt et dt. Pour cette derniére
f @+ 2)2 2 (t2+ 7 f nl(t2+ 7
intégrale, on pourra considérer lim —r2]—_t2—2dt
X—>+00 1(t°+n?)

d) On considére la fonction ¢ : x > J ﬂt_x) dt. Montrer que g = o.

Ex0.2-6) Pour x > 1, on pose {(X) = Z lx

0 1
a) Montrer que : V x> 1, (;(x)——x 11 = " #—%th-
- n=1
n

b) Montrer que la série de droite converge pour tout x > 0. Cette formule permet d'étendre ¢
sur ]0, 1.

c) Montrer que, quand x tend vers 1, {(X) = Ll + vy +o0(), ouy= I|m Z —In(n)

OOkl

(constante d'Euler).

Exo.2-7) L'objet de cet exercice est de démontrer la formule de Stirling n! ~n"e™~/2zn. Il est
donc interdit de l'utiliser. La démonstration se fait en deux temps. On prouve d'abord l'existence

d'un nombre L tel que n!' ~Ln" e*”\/ﬁ, puis on détermine la valeur de L. Cette détermination
repose sur deux variantes, I'une qui utilise la formule de Wallis, I'autre I'intégrale de Gauss.

a) Soit u, = n! N2 ¢". Etudier la nature de la série 3. In(ulj”) En déduire que la suite (uy)
n

converge vers une limite L strictement positive. Onadoncn! ~Ln"e™ \/_ Reste a déterminer L.
b) Dans le chapitre L2/SERIES.PDF, on a montre la formule de Wallis :

= (2n — 1)(2n+1)_ (2n-1)(2n +1)
2= [ giaet= i 11en- g

Utiliser cette formule pour en déduire la valeur de L.
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c) Dans le chapitre L2/INTMULT.PDF, on a déterminé la valeur de l'intégrale de Gauss :
Jwexp(— t?) dt = 32E Appliquer la formule de Taylor avec reste intégral a l'ordre nentre O et 1 a la

0
fonction (1 + x)*™**. Montrer par ailleurs que le reste intégral de cette formule peut s'écrire sous la

forme :
2”” 2” J\/_(l——) dt

En déduire® la valeur de L.

Exo0.2-8) Dans les exercices du chapitre LL/COMPLEXE.DOC, on a montré que, pour tout réel x et

X + kn) sin(x)

T On va se servir de cette égalité pour

n-1
tout entier strictement positif n, J] sin(
k=0

© 2
montrer que, pour tout X, sin(x) =x [] (1 - %).
k=1 I
a) On prend n impair de la forme 2m + 1. Montrer que :

singx) &N ZZmHsm(X k7t)sm( kTE) ZZmH(sm (kn) sin ( )
sm( )

sinz(ﬁ)
b) Montrer que Sinx) - H (1-

nsin@ ) 1o sin ( )

)

c) Pour conclure, on fait tendre m vers l'infini. Le membre de gauche tend alors vers S":(X .

sin?) ,

, tend, pour chaque k, vers 1 — % On
- 2/KTU T

SIn (F)

Chagque facteur du membre de droite, de la forme 1 —

m sin ( ) 2
est donc tenté de croire que ] (1 — ) tend vers H (1- - 2) ce qui donne le résultat
k=1 H k=1
sin?(Cx )
n

demandé. Mais le raisonnement est cependant incorrect, comme le montre I'exemple
ITa+ %) =1+ %)m qui tend vers e et non vers 1 quand m tend vers l'infini, alors que chaque
k=1

facteur tend vers 1. Pour conclure correctement, il convient de prouver le lemme suivant.
Considérons des termes ux(m) tels que, pour tout entier k, ux(m) admette une limite ux quand m tend

3 Cette méthode a été trouvée en 2000 par D. Romik, Stirling's Approximation for n!: The Ultimate Short Proof?, 107:6,
Amer. Math. Monthly (juin-juillet 2000), 556.
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vers l'infini. On note vx = Sup {| uk(m)|, m e N} et on suppose que Y. vk converge. Montrer que,
k=1

pour tout m, Z ux(m) et Z Ux convergent et que Z ug = lim Z ux(m). Montrer que, pour tout m,
k=1 M—0 k=1

[T@ + u(m)) et [T(1 + u) convergent, et que J] (@ +u)= lim [](1+uxm)). Appliquer
k k k=1 M—>0 k=1
ensuite ce lemme a I'exemple considéré.

Exo0.2-9) Soit une suite (an) réelle décroissante positive. Pour n entier, on note f, la fonction qui, a
x € [0, 1], associe f,(x) = a, X"(1 — X).
a) Montrer que la série X f, converge simplement sur [0, 1].

b) Montrer que la série 2. f, converge normalement sur [0, 1] si et seulement si la série Z%

converge.
c) Montrer que la série X f, converge uniformément sur [0, 1] si et seulement si la suite (a,)
converge vers 0.

Exo0.2-10) Soit f une fonction continue sur [0, 1], et, pour tout entier n :
1
fOO(L + x + ... + x" 1) dx.

0
a) Si f(1) = 0, montrer que I, = o(In(n)) quand n tend vers l'infini.
b) Si f(1) = 0, montrer que I, ~ f(1)In(n) quand n tend vers l'infini.
11—
nx)

c) Pour tout n, on pose J, = J dx. Montrer que, pour tout n, J, est une intégrale

o COS(%-
généralisée convergente et donner un equivalent de la suite (J,) quand n tend vers I'infini.

3- Enoncés sur les intégrales dépendant d'un parametre

b) Quel est son développement limité a I'ordre n a droite de 0 ?
Ex0.3-2) Pour tout x > 0, on pose f(x) = Jw P)i—tz e' dt.

a) Montrer que f est bien définie sur ]O, +oo[.
b) Montrer que f est C? sur 10, +oo[
c) Soit g(x, t) T+ Calculer s

d) En déduire une équation différentielle du second ordre Vérifiée par f.
IXU

e) Montrer que : V x>0, f(x) = J —z du.
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o8]
COS{XU! du.

f) En déduire la valeur de f et celle de J
1+u

0

= sin(t)?
_2_

Exo.3-3) a) Montrer que la fonction F: x — J e dt est continue sur [0, +oo[ et C? sur

10, +oo[.
b) Calculer F" puis en déduire F.
c) Donner les valeurs de :

0 Q] 2 o1 _ o1 _ o1 _
J |r; t at, J 1 (t:os t dt, J 1 ctos(xt} etdt, J 1 ct;osgt) et (x> 0)
0 0 0 0

Ex0.3-4) Soit ¢ et y deux fonctions de classe C sur R et f une fonction de classe C* sur R%

y(x)

a) Quelle est la dérivee de la fonction F(x) = f(x,t) dt ?
o(x)

b) Quelle est la dérivée de H : x —» J In 1 * Xt dt?

c) En déduire H, puis J ﬂl—t) dt.

Exo0.3-5) L'intégrale de Dirichlet est I'intégrale Jﬂowdt. On a montré dans le chapitre

L2/SERIES.PDF qu'elle vaut g et donner une ébauche d'une autre démonstration dans le présent

cours. On donne ici plusieurs autres démonstrations de ce résultat.
/2 -
a) Montrer que, pour tout x > 0, Jﬁ exp(—xe") dt = g + J

0 0
réelle des deux membres et faire tendre x vers +oo.
b) Soient X et Y strictement positifs. On considere I'égalité suivante (théoreme de Fubini
appliqué a la fonction (x, y) — e sin(y) sur le rectangle [0, X] x [0, Y]. Voir le chapitre
L2/INTMULT.PDF) :

Y X X Y
j (J e sin(y) dx) dy = J (J e sin(y) dy) dx
0 0 0 0
1

_Xy
Déduire de cette égalité que JY sin(y) dy = arctan(X) — Im J

0 0
partie imaginaire), puis faire tendre X vers l'infini puis Y vers l'infini dans les deux membres.

it _ gt

it

Xe7

dt, puis prendre la partie

—XY+iY

X -
€ — dx (ou Im désigne la

¢) Montrer que, pour tout x > 0, J e ™ %Q dt = g — arctan(x), puis faire tendre x vers 0.
0
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(* 0

2
Ex0.3-6) L'intégrale de gauss exp(— %) dt = \/Zr a été calculée dans le chapitre

J

—00

L2/INTMULT.PDF. On donne ci-dessous une autre demonstration de cette égalité.

X 2
Soitf(x):j exp(—%)dtetg(x): (* 1it exp(_ X(l XA+ ) gt nourx > 0.
0 Jo

a) Exprimer g en fonction de f.
+o0 2 0 2

b) En déduire J exp(— %) dt puis J exp(— %) dt.
0

—00

Ex0.3-7) Donner un équivalent quand x tend vers +oo de Jw exp(— t?) dt.

X

Ex0.3-8) Intégrale de Frullani. Soit f une fonction de classe C* sur [0, +oo[ telle que f ' soit
intégrable sur [0, +oo[. Soient a et b deux réels strictement positifs.

a) Montrer que J 1@X) —10X) 4y = ¢ Jim 100 — £(0)) In(®).
X X—>-+00 b

X X
On pourra partir de I'égalité J Jaf'(tx) dtdx = Ja J f'(tx) dx dt, 0 < & < X (théoréme de

Fubini sur (t, x) — f'(tx), appliqué au rectangle [a, b] x [g, X]).
b) Que vaut JOO arctan(ax) — arctan(bx) dx 2

X
0

c) Que vaut " exp(-ax) — exp(-hx) . -
0 X .

tt-1

i - @

d) Montrer que J

0

o alt
Ex0.3-9) Montrer que lim J A =—= e'-1,1 dt est égale non pas a J+ eT dt comme on
l

A—>+0 t
1

: o (et let_1
pourrait s'y attendre, mais a J =—dt - J n dt.

1 0

In 1+xt

Ex0.3-10) On considére la fonctionf: x>0 — J dt.

a) Montrer que f est définie et continue pour x> 0.

X

b) Montrer que : f(x) = —xIn(x) + x + = 2 + 0(x?) quand x tend vers 0.
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/2
Exo.3-11) a) Montrer que la fonction f : x — J arctan(x tan(6)) do est continue sur [0, +oo[ et
0

C' sur 10, +oo].
_ X In(t)
b) Montrer que, pour x € 10, 1[, f (X) =— J 10 dt
0

1
c) En prenant la limite quand x tend vers 1, en déduire la valeur de J 1In tt dt, de
0

i 1 o 1
————etde )
n=0 (2n + 1) ngl HZ

4- Solutions sur les suites de fonctions
Sol.1-1) a) Il y a convergence simple vers 0 mais pas convergence uniforme puisque fn(%) = %, donc

1
fnlle ==
ol > 52

b) Pour tout x € [0, 1[, lim f(x) = @(0) =0, et, pour x =1, lim f(x) = ¢(1) = 0. La convergence est
N—00 N—00

donc simple vers la fonction nulle. Mais il n'y a pas convergence uniforme si ¢ =0 puisque

[0 lle =1l @ [l > 0.

c) Pour |x| < 1 la limite est nulle. Pour |x| = 1, elle vaut % Pour |x| > 1, elle vaut 1. La convergence

ne peut étre uniforme sinon la limite serait continue. Cependant, on pourra prouver la convergence
uniforme sur tout intervalle [a, +oo[ avec a > 1 ou sur tout intervalle [- b, bl avec 0 < b < 1.
d) La suite converge simplement vers 0 (distinguer selon que x est nul ou non nul).

f, est positive et majorée par nx* e ™ = % (N2 e™) = % y’e ¥ avec y = nx. Or la fonction
y € [0, +oo[ — y?e ™ est bornée car continue et de limite nulle en +oo, donc il existe une constante M

telle que : Vv n, V x>0, |fn(x)| < % et la convergence est uniforme.

e) vV n, f,(0) = 0, et pour x > 0, f,(x) — 0 donc il y a convergence simple vers la fonction nulle.
Etudions x — x e ™. Sa dérivée est du signe de 1 — nx donc le maximum est atteint en x = % donc
| fa lle = n“* %, 1l'y a convergence uniforme si et seulement si o < 1.

T
2

T

f) Pour x = 0, la limite simple est 5" arctan(x). On retrouve la

, sinon, elle est vaut arctan(%) =

valeur g pour x = 0.

Etudions la convergence uniforme.
1-n 1 1
(1 + nx)* Xtne 1+X
1+ ()

1+ nx

fa(x) — (g —arctan(x)) a pour dérivée

__1 n—1
1+x° (L+nx)?+(x+n)
qui a méme signe que (1 +nx)? + (x + n)> — (N = 1)(x* + 1) =2 + 4nx + 2x* > 0
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donc fu(x) — (g — arctan(x)) est strictement croissante et varie sur [0, +oo[ entre arctan(n) — g et

arctan(%) = g— arctan(n). Donc sa norme infinie vaut arctan(%) et la convergence est uniforme.
g) Pour x = 0, f,(x) tend vers 0 quand n tend vers I'infini, alors que f,(0) tend vers 1. La convergence

1six=0

O'sinon - L@ convergence nest pas uniforme sinon f

est simple vers la fonction f définie par f(x) = [
serait continue, les f, étant continues.

On pourrait aussi montrer || f, — f |l = 1 puisque lim () — f(X) = lim le. On peut
p | fo —f ] puisq NN LA n(X) — f(x) S RSN p

dailleurs montrer que || f, — f ||l = 1 en Vérifiant par récurrence que :
Vv x € [0, «], |sin(nx)| < nsin(x)

2
h) Pour tout X, 3 N, ¥V . n > N, x € [~ n, n], donc f,(x) = XF de limite nulle. Donc (f,) converge

simplement vers la fonction nulle. 1l n'y a pas convergence uniforme car || f, ||.. = n.
1) Il'y a convergence simple vers 0.

En effet, v n, f,(0) = 0, et pour tout x € ]0, 1], V n > % fa(x) = 0.

Il n'y a pas de convergence uniforme car || f, || = fn(%) =1.
Sol.1-2) a) g(x) = X2
X+2
b) On trouvera f,(0) =0 et f,'(0) = n
“Lotgo) =t
©) 9(0) =5 etg'(0) =5

Ci-dessous, le graphe de g et de quelques fonctions f,.

A

| 4

d) La convergence n'est pas uniforme sur ]0, +oo[ sinon on pourrait permuter les symboles lim et

X—0
x>0
lim , et I'on aurait :
n—oo
l=g(O)= lim g(x)= lim lim f,(x)= lim lim f,(x)= lim f,(0)=0
2 x—0 X—0 N—>0 n—o0 X—0 N—>00
x>0 x>0 x>0

ce qui est absurde.
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On peut aussi dire que || f, — g [|» > |fn(x) - g(x)| pour tout x de ]0, +oof et I'on aura aussi :

Ifo—g > lim |fo(x) —g(¥)| ==
x—0

Sol.1-3) a) La relation est vraie pour n = 0. Supposons-la vraie au rang n et donc que :

og\/}—Pn(x)sJZ& 1)
2+ n\/;<
Onaalors:

+
VR Pria) = K=o~ 6 PrE(0) = (- Pop(1 - X Pol)
La relation (1) donne un encadrement du facteur (\ﬁ( — Pn(x)). Utilisons la méme relation pour
encadrer le facteur (1 — M). (1) est équivalent a :

2k
X 2+n\/;(sPn(x)s\/§<

nx
= 2+n\/;(£Pn(x)£\/;<

o X {x+Pn(x><¢X
2+ n\/}
L 0<1ox<1- \ﬁ<+F>n(x)<1 X+ nx _ 2+ (n— Inx - nx @)
2+ n\/} 2+ n\/i
donc, en multipliant (1) et (2), tous les termes étant positifs :
ngﬁ(—PM(x) < 2\/;< 2+ (n—l)\/}—nx
2+ n\/;( 2+ n\/;(
La quantité \/?( — Pn+1(X) est donc bien positive. On doit aussi montrer que :
2\ X
VPl
Il suffit pour cela de montrer que
Ax  2+M-Inx-mx__ 2x
2 + mfx 2+ mfx 2+(n+1)\ﬁ<
1 2+(-Inx—nx_ 1
2 + mfx 2+ mfx 2+(n+1)\ﬁ<
@2+ (n+ IR+ (n— DX —1nx) < (2 + mx)?
4+ 4mfx + (n® = 2n— 1)x — n(n + 1)x3? < 4 + 4mfx + n’x
—(2n + 1)x — n(n + 1)x** < 0 ce qui est bien vrai.

teg ¢

b) Vérifier que, sur [0, 1], la fonction x — JL est strictement croissante et donc majorée par

2+ mfx
2

T qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
Ce résultat est un cas particulier du théoréme de Weierstrass qui enonce que toute fonction
continue sur un segment [a, b] est limite uniforme d'une suite de polynémes. On trouvera une

démonstration de ce théoreme dans les exercices du chapitre sur les Espaces normeés
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L2/EVNORME.PDF et une autre en annexe du chapitre sur les Espaces métriques
L3/METRIQUE.PDF.
Sol.1-4) a) f,(x) — e est positive car f(x) —e*>0< (1 + ﬁ)*“ >e < In(l+ ﬁ) < % qui est vrai,

résultant de I'inégalité v t > — 1, In(1 + t) <t (comparer le graphe de t — In(1 + t) a sa tangente en
t = 0 ou faire une etude de fonction).
Méthode 1 :

Etudions la fonction x — f,(x) — e™. Sa dérivée vaut e*— (1 + %)*”*1. Etudions le signe de cette

dérivée. On a:

e X (1+ %)*“*1 >0
X Xy-n-1
= e = (1 + ﬁ)
& x<(+1) |n(1+§)

o (n+1) |n(1+§)—xzo

_ Xy AT L n+1 ,_1-X
Posons gn(X) = (n + 1) In(1 + n) X, et étudions g, sur [0, +oo[ Sa dérivée vaut T x 1= 1
Donc g, croit sur [0, 1] de 0Oa(n+1) In(1 + %) — 1 puis décroit sur [1, +oo[ jusqu'a —o. g, S'annule

donc en une valeur o, > 1 et est positive ou nulle sur [0, a]. Il en résulte que f,(x) — e™ croit sur
[0, o] de 0 a fy(an) puis décroit sur [on, +oof de fu(awn) a 0. Son maximum est donc :

folotn) = (1+ 527"~ exp(-an)

avec exp(—on) = (1 + %)*”*1 car gn(an) =0=(n+1) In(1 + %) — Olp.

Onadonc:
o€l = fa(om) = (L+ 2" — (14507 =22 (14 S0y < 2
. 3 3 9 1 3
Par ailleurs, gh(3) = (n + 1) In(1 + ﬁ) -3=(n+ 1)(5 ~on + O(Hz)) -3~- on < 0donc a, < 3 pour

n assez grand, donc || f, — e ||, < % pour n assez grand, donc || f, — e || tend vers 0 quand n tend

vers I'infini.
REMARQUE : la majoration o, < 3 pour n assez grand peut étre remplacée par une majoration :
VXx>2,3N,¥Vnx>N, a,<X
: _ X 2x — X2
car,six>2,0.x)=(n+1) In(1 + ﬁ) —X~ o

< 0 pour n assez grand. Donc o, < X pour n assez

grand. Mais par ailleurs, pour x = 2, on vérifiera g,(2) = (n + 1)In(1 + %) -2~ 3—312 donc 2 < a,.
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Ainsi o, tend vers 2. (1 + %)*”*1 tend alors vers e 2 et || f, — e |, = % 1+ %)*”*1 est équivalent &

2e72
==

2
Méthode 2 : Outre la majoration In(1 + t) <t, on utilise I'inégalité t — % < In(1 + t) valide sur

2
[0, +o[, comme on pourra le vérifier en étudiant la fonction In(1 + t) — (t — %). Par ailleurs,

linégalité des accroissements finis donne, pour a < b, 0 < e® — e® < (b — a)e”. Donc, en prenant

:—xetb:—nln(1+§):
01,00 — €< (x=n In(L + X)) exp(-n Int +2)

<n (% —In(L + %)) exp(-n In(1 + ﬁ))

2 2

gn%zexp(_nln(l+§)) cart—ln(1+t)st§pourt20

< ;—:\ exp(=niIn(1+ %))
X2
2n
x> _x(@n—(n—2)x)
2h+x)  2n(n+Xx)

On étudie la fonction x - —exp(-n In(1 + %)) sur [0, +oof, pour n > 3. Sa dérivée est du signe de :

X_
n
La dérivée est positive sur [0, r12—n2] et négative ensuite. La fonction majorante admet donc un

maximum en nz—nz maximum qui vaut :

%z exp(—nIn(l + - E 2)) = G %n2)2 exp(=n In(ﬁ))
= %2 exp(n In(n ; 2)) = G gnz)z exp(n In(1 - %))
L2’
n

-2
Donc || f, — ™ ||.. est majorée par une quantité équivalente a ZeT. On évite ici le recours a la suite

auxiliaire (o).
b) La limite simple est e™. Pour x > n, la différence entre la limite et f, est majorée par €. Pour x

entre 0 et n, la différence vaut e ™ — (1 — ﬁ)”. Elle est positive car :
= X\n X X\n X X
e -(1-9)">0=e’>21-)"=-=>In1-=
(19 (-2 e -2 >In(1-2)

qui est vrai car In(1 + t) <t pour t >— 1. Si on pose x = tn, on se raméne a g(t) =e ™ — (1 — )", avec t
élément de [0, 1]. Ona g'(t) = —ne ™+ n(1 —t)"*, donc :
g >20ce™<1-t) "t -nt<(n-1)In(1-1).
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Soit o(t) = (1~ 1) In(L — ) + nt. Ona g'(9) =n - A—1 = 2=

, donc ¢ est croissante sur [0, %] de 0

a (p(%) puis décroissante sur [%, 1[ de (p(%) jusqu'a —oo. Il existe donc une valeur o, supérieure a%

telle que @(ow) = 0, autrement dit : exp(— naw) = (1 — o)™ On a @ = 0 sur [0, o] et @ < 0 sur
[otn, 1[. On vérifiera que (p(%) ~— S—ig <0, donc, pour n assez grand, oy, < % g' étant du signe de o, g
est maximal en a,.

Or g(an) = exp(— Notn) — (1 — )" = (1 — )™ — (1 — )" = (1 — o)™t < %

On a montré ainsi que || g [l < %

La convergence est donc bien uniforme.

Sol.1-5) a) Oui, car si V x, lim fy(x) = f(x), alors a fortiori, en remplacant x par g(x),
N—oo
lim fa(9(x)) = f(9(x)).
N—o0
b) Oui car g est continue. En effet, si vV x, lim f,(x) = f(x), la continuité de g en f(x) permet d'écrire :
N—o0

g(fC9) =g(_1im T(x)) = 1im g(fa(x))

Malgré la ressemblance entre a) et b), on notera que la continuité de g est utilisée pour conclure
dans le b), alors qu'aucune hypothése de continuité n'est utile dans le a).

¢) Oui, car || f o g — f o g [l = Sup {|fa(g(x)) — f(3(X))|, x € R}

<Sup {lfay) ~ )|, y € R} = fo —f L
d) Non en général. Exemple :

Q Prenons la suite de terme général f,(x) = x + % qui converge uniformément vers X, et g(x) = €*.

Alors (g o f,)(X) = exp(x + %) = exp(X) exp(%) dont la différence avec e* n'est pas majoré.

Q Si g lipschitzienne, ou méme seulement uniformément continue, il y a bien convergence
uniforme de (g o f,) vers g o f car alors :

Ve da, VX VY [x-yl <a=|gx) - o) <e
et Vo, AN, Vn=N,Vx|f.(x) - x| <o

Donc, V&, 3N, V n>N, V x |g(f.(x)) - 9(f(x))| <&

En particulier, il y a convergence uniforme sur tout segment, puisque g est uniformément continue
sur tout segment (voir le théoréme de Heine dans L1I/INTEGRAL.PDF).

Q 1l ne suffit pas que g soit bornée pour qu'il y ait convergence uniforme. Exemple : fo(x) =x + %
Opourx<1
x—k pour x € [k, k + 1—1], k entier, k> 1

f(x) =x et g(x) = k :
(k—1)(k+1—x)pourx e [k+ 1—%, k+1]
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Onaalors:
g(f(n + 1-D) = g(n + 1) =0

alors que g(f(n + 1 —%)) =g(n+1- %) =1 —%. La différence ne tend pas vers 0.

Sol.1-6) a) Si la convergence est simple, c'est faux. Exemple : f, = nx sur [0, %], 2 —nx sur [%, %] et0

ailleurs. Alors f, est continue pour tout n et la suite converge simplement vers 0. Soit x, = % Alors

la suite (x,) converge vers x = 0. Pourtant lim fy(x,) = 1 alors que f(x) = 0.
n—>+o0

b) Si la convergence est uniforme, c'est vrai. En effet :
[ %) = FOO] <[ faxn) = FOxo)| + [£0x0) = FOO] < 1o — F [ +{ f0x) — 70|
et chacun des deux termes tend vers 0.
c¢) Pour des fonctions k-lipschitziennes, on a :
[ fa%) = FOO] < [fae) = o) + [£2(x) — )] <k [ X0 = X| + |fa) ()] — 0
Les démonstrations b) et ¢) sont ressemblantes mais en b), on introduit la valeur intermédiaire f(x,),
alors qu'en c), c'est f,(x).

Sol.1-7) a) f, croit sur [0, ] depuis 0 jusqu'a fq(

n S

tangente a l'origine est la droite d' equatlon y = X. La suite de fonctions converge uniformément vers

puis décroit et tend vers 0 en +c. La

la fonction f = 0 puisque || fy || = f, ( —= —0.
GG
b) Par récurrence, la suite est positive, et I'on a :
Xn
0<Xps1 = < Xn
n+l —21 + nX,
donc la suite est décroissante minorée, donc converge vers une limite .
Si | >0, alors 1 + nx,> ~ nl*> tend vers l'infini, donc X+ = ﬁ? tend vers 0, ce qui est
n
contradictoire.
Donc 1 =0.
On peut aussi appliquer le b) de I'exercice précédent. Puisque (f,) converge uniformément vers la
fonction f = 0 et que (x,) converge vers |, alors (Xn+1) = (fa(Xn)) converge vers f(I). Comme (X+1)
converge aussi vers |, on doit avoir f(I) = 1 d'ou | = 0.
¢) Soit u, = nx, > 0. Remarquer que, pour n assez grand, x, < 1 (puisque (x,) converge vers 0) et
donc u, < n. On va montrer que (u,) converge vers 1. Ona:
_m+Dm (n + Duy
1+nx,° n+uy’
n—Ug
)n+u

Un+1 = (n + 1) Xn+

= Un+1 - 1 = (Un
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u

Pour n assez grand, ‘ﬁ? <1, donc |un - 1| décroit strictement donc converge. Cela impose que

n

Un est borné. On a alors (u, — 1) H‘z ~ Up — 1, donc un+1 — 1 est de méme signe que u, — 1 pour n
n

assez grand, donc (u, — 1) converge, donc (un) converge. (u,) ne peut converger vers 0 car sinon on
aurait :
+
nn+ 1 1) un 1—3”2 Un > 0 pour n assez grand
donc la suite (up) serait posmve strictement croissante, ce qui est incompatible avec une limite nulle.
(un) convergeant vers une limite non nulle, il existe a > 0 et b > a tels que, pour n assez grand :
O<a<u,£b
Pourn>Db,onau,<net:
1| n— un |u 3 1| n

Ups1 —Up =

[unes — 1] = [un -

= In|ups—1] < Infu, - 1|+In( )

n-1 k a
donc Infuy—1|<Infup—1] + Y In(—S
k=b k+

2
_ a+a a+a
) In(1 - -

or In( "

est le terme général d'une série a termes de signe constant et
divergente donc la somme Z In( ) est la somme partielle d'une série divergente vers —o, donc

In|u, — 1| tend vers — oo, donc uy, tend vers 1. Par conséquent, X, ~ %

Sol.1-8) a) En 0, prolonger la fonction x — %n—i% par continuité, et en +oo, remarquer que c'est un

1
O(=).
)
b) Appliquer le théoréme de convergence dominée avec, comme fonction dominante, @(x) =1 sur

[0, 1] et —12 sur [1, +oo[. On trouve alors que lim 1,=0.
X N—+o0

On peut aussi raisonner directement comme suit :

J en effectuant le changement de vraiables nx =y
ny+ y

sin
J ny+y

Jnyw J = )|

n1+n
n

qui tend vers 0 quand n tend vers I'infini,
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ny+y

nj SInG), gy

< nJ —2— dy < = également de limite nulle.

Sol.1-9) On donne trois méthodes pour résoudre a)-b)-c). La méthode c) suppose cependant que f est
C! sur [0, 1]. Néanmoins, elle présente aussi son intérét.

Méthode 1 :

On effectue le changement de variable u = t", et on applique le théoréme de convergence dominée.

1 1
a) n J f(t) t" dt = j f(uM™) u¥™ du. Pour tout u e 10, 1], lim f(u'™ u¥™ = (1), et I'ypothése de
nN—o0
0 0

domination est veérifiée en majorant par || f ||... Donc :
lim n J fotdt= [ lim U™ ut" du = f(1)
N—o0 . . nN—o0
b)-c) nP* J TR (- 1P dt = J ' UM nP (1 — U du qui converge vers
0 0
Jlf(l) (~In(u))’ du =f(1) avec I'hypothése de domination vérifiée par la fonction intégrable
0
(1) In(U)P || f ||... En effet, en utilisant I'inégalité |1 — exp(-t)| <t,ona:

[n(@ - )] =|n(@ - exp( In(w))| <In(w)|

1
On calcule J (~1n(u)) du = p! par intégration par parties. Donc la limite cherchée vaut p! f(1).

0
En particulier, pour p=1, lim n? Jl f(t) t" (1 —t) dt = f(1).
n—oo
0

Méthode 2 :
On effectue le changement de variable t = 1 — % et on applique le théoreme de convergence

dominée.

1 na_ (" u Uyn _ ([~
a) n J f(t) " dt = J f(L-9)1 - du = J gn(u) du
0 0 0

f(1-9a -2 siue[o,n[ _ _ _
avec gn(u) = n n . La suite (gn) converge simplement vers la fonction
0 sinon

u — f(1)e™. Par ailleurs, on a vu dans un exercice précédent que, pour tout u élément de [0, n],

1- 9)” < e ™. Donc les g, sont dominées par la fonction u — || f ||.. e qui est intégrable sur [0, +oo[,
N g

et on peut appliquer le theoreme de convergence dominée. On obtient :

lim n J f(t) 1" dt = J *f(1)e™ du = f(1)
0 0

N—c0

b)-c) npﬂj O 1 (L )P dt = J
0

0

f(l——)(l ) WP du = J ” gn(U) du
0
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f(1-A-H" wsiue[0,n[ _ , _
avec gn(u) = n n . La suite (gn) converge simplement vers la fonction
0 sinon
u — f(1)e™uP et est dominée par || f ||.. € uP qui est intégrable sur [0, +oo[, donc on peut appliquer le

théoreme de convergence dominée et on obtient, (en intégrant par parties la derniére intégrale) :
1 0
lim np”j f)t" (1 -t)Pdt= J f(1)e “uP du = p! f(1)
N—oo

0 0

Méthode 3 :
1
On remplace f(t) par f(1) — j f'(u) du. Cette méthode évite l'utilisation du théoréeme de

t
convergence dominée. Mais on aura besoin des valeurs des intégrales suivantes, (pour n et p
strictement positif), définissant une fonction appelée Beta :

B(n, p) = Jl 1-ptetg=0=D (1)
0

(n+p-1)!
On peut vérifier par récurrence sur p que les égalités sont vraies pour tout n > 0, une intégration par
parties donnant la relation, pour p > 2, B(n, p) = p;_l B(n+1,p-1).

1 1 1,1
a)nj f(t)t”dt:nj f(l)t”dt—nJJ f(u) t" du dt
0 0vt

0

__n f(l)—njljlf'(u)t“dudt
0vt

n+1
1,1
s||f'||oonjj " du dt
oYt

1
s||f'||wnj £'(1 - 1) dt

Majorons l'intégrale double :

1,1
nJ J f'(u) " du dt
0vYt

0
<[t nB(2 n+1)

. n!
< LI
<l ||°°n(n+2)!

\ n _
Iy ~oW
Donc lim nj () 1" dit = 1.
N—o0
0

b)-c) n°*! J ) 7 (1— 1) dt = P J CH1) 1 (1 — 1P dt — nP* J ' J ")t (1— 1) du dt
0vt

0 0
=" (1) B(p + 1,n + 1) —n**! J J € (- 0P dudt
0t

np+1

- p! a fiell, o
_(n+1)(n+2)...(n+p+1)f(1)nplj J f'(u) t" (1 - )° du dt
0t

f(1) = p! f(1). Majorons l'intégrale double :

. np+1 p!
ona D +2).(+p+1)
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np”Jljlf'(u) £ (1 -t du dt
0vt

1,1
<1 e npﬂjj " (1—1)° du dt
0vt

1
<[ [l n°* J £ (1) dt

0
<||f' |l """ B(p +2,n+1)

SRR
- T+ +2)..(n+p+2)

=0(1)

donc lim n°*! J "t " (1— 1P dt = p! f(1).
nN—o0
0

d) On applique le a) avec f(t) = e . L'équivalent est % = n_le

e) Méthode 1 :

En appliquant le a) avec f(t) = 1 on obtient lim nl, =f(1) = 1
t N—00 2
Puis :
1 _ 1 tn 1
In — o dt

nl___
J etk
0
__1 nll—t
B 2J 1+tOIt
0

On applique le b) au rang n-1 avec la méme fonction f, ce qui donne :

2 J 1+t t 2 (n—-1?2"  an?
0
donc I, - 1 —12 + o(—lz) d'ou le résultat demandé.
2n  4n n~"’
Méthode 2 :

On peut aussi intégrer par parties deux fois de suite, de facon a augmenter la puissance de't :
n+1

1 tn dt B [ tn+l d
J 1+t (1+t)(n+1) J (1+t)2(n+1)
0

_ 1 t”+2 1, (1 2t"*2
Ton+1) [(1 T+ D)0 + 2)} o J A 0+ )N+

1, 1 2t“+2
2(n +1) 4(n+1)(n+ 2) (1 +1)%(n + 1)(n + 2)

. 1 1 _ 1 1 _ : .y
On vérifiera que 20+ 1) + G+ Dn+2) an + O(Hz)- Quant au reste intégral, il est majoré
n+2 2
PRy = (—z)
(n + 1)(n + 2) (n +1)(n+2)(n+3)

Methode 3:
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Cette méthode permet de donner un développement de I, a un ordre quelconque. On considére

f:t—>li+t et la fonction F de classe C* telle que F(1) = F(1) = ... = F™(@1) = 0 et
1

FO (1) = f(t) = T+t Cette fonction existe bien : on prend la primitive de %th qui s'annule en 1,

puis la primitive de cette primitive qui s'annule en 1, etc. en remontant n fois. La formule de Taylor
avec reste intégral a I'ordre n de F en 1 donne :

n n
F09 = F(1) + - DF() + ..+ EIL FO() + J “Foy &t
1
_ (¥ gy (X=1)" - ®/1y — : 5
= J FY (1) T dt puisque F*”(1) = 0 pour k variantde 1 a n

1
En particulier, pour x=0:

B NS DO ) R o )n+1 - 1)”+1
F(O)—J FO) Sk dt = Jf(t)t dt = Jl+t
1

0

1 tn _ 1 n — n+1
donc J T dt= J f(t) " dt = (~1)™ n! F(0)
0

+t
0
La formule de Taylor a un ordre n + p quelcongue de la méme fonction F donnera :

F(X) = F(1) + (X DF'(1) + .. LLX L FO(r) + J gy G0 g
1

(n+p)! (n+p)!
:§X—1}n+1 (n+1) fX 1) E(+p) X E(n+p+1) K_LX ™"
RO AE S A I
1
etpourx=0:
( D™ cornggy 4 4 ED™ con) O pprn gy CO™
O g g T [
1
_ (™ L D™ o )
=D W+ e W+ () J f (t)(n+p)|dt
0
{1*P
donc (1) F(0) = (1 1—1Lf(p D)+ (0P [ dt
OO =3 1),() EER G 0 ()(+p),
Il en résulte que : o)
0 1 dt = A (1”1 7(1) (1) ®)(f) 1P
Jf(t)t at n+1+"'+(n+1)(n+2)...(n+p)+(n+1)(n+2) (n+p) f (O € dt
0
formule qu'on pourrait aussi montrer par récurrence sur p.
__1 1 "
Pour p = 2 et f(t) T+1 (D) = metf = ﬂ on retrouve la formule de la méthode 2 :
1 tn _ 1 N 1 N n+2 dt
3
J 1+t 2(n+1) 4(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)J (1+1)
0

mais on comprend que son itération a un ordre p quelconque ne provient que d'une formule de
Taylor bien choisie.

Sol.1-10) @) f,(t) =n— 3 —n*x" (1 — X)
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b) fa(t) =4/n — n*" (1 - %)
1

c) On prend des fonctions positives ou nulles, dont le maximum vaut o mais qui s'étalent de facon a
. n3 . 1 .
englober une aire de plus en plus grande. Par exemple f,(x) = T2 de maximum - mais dont

l'intégrale vaut nx, ou encore une fonction en escalier, nulle en dehors de [-n? n?], valant % sur

[-n?, n?].

mm:%
e)f,= 1 1pnny OU 1pnnp(X) = 1 six € [-n, n] et O sinon.
1+|x|

Sol.1-11) a) || fn |l = f(0) = % donc il y a convergence uniforme vers la fonction nulle.

meuyw:gdemmmimmm
0
Cela signifie que lim J fa(x) dx # J lim f, (x) dx. La convergence uniforme ne suffit pour
N—00 N—00
0 0

- - - © 'H \
intervertir les symboles lim et car on n'integre pas sur un segment.
N—oo
0

b) Pour x > n? ona 0 = f,(x) < @(X).
Pour 0 < x <n? onafy(x) = % —ng. Etudions la fonction :

_2 1.
332\x n ns
1 1 n’

Sa dérivée vaut — W + 3 et s'annule en x = 39" f, admet un minimum en ce point, et ce

x € [0, %] > o(x) — f,(x) =

.. 2 1,1
minimum vaut — — =+ —=0, donc ¢ > f,.
3n n 3n ¢<=Tn
¢ n'est pas intégrable et aucun ¢ majorant les f, ne peut I'étre car sinon on pourrait appliquer le
théoreme de convergence dominée dans le a), et on aurait d0 avoir I'égalité entre lim j wfn(x) dx et

N—c0
0

N—o0

Jwﬁmfﬁ@dx

0

Sol.1-12) a) ne devrait pas poser de probleme. La fonction a intégrer étant positive, prendre un
équivalent en 0 et en +oo et Vérifier I'intégrabilité de chaque équivalent respectivement sur [0, 1] et
sur [1, +ool.
b) On effectue le changement de variable t = u" donc dt = nu™* du donc :
N © un72
I, = nj T+ du

0
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or 1u+ N — 0siu<1en étant dominé par 1 pour n > 2
un72 1 .
=siu=1
T+00 2
un72

1 1
—s = si u> 1 en étant dominé par
1+u0" W2 par 2

donc on peut appliquer le théoreme de convergence dominée avec comme fonction dominante

Osur [0, 1]
o(u) = —zsur [1, +oo * , qui est bien intégrable sur [0, +oo, et on en déduit :
u

n-2

® u 1
J 1+undu—>J Uzdu—l
0 1

Donc on a bien I, ~ n quand n tend vers l'infini.

Sol.1-13) a)-b) Les deux questions sont delicates si on tente d'opérer directement sur la suite de

- . 2
fonctions (n, u) — uﬁ%&? Mais si on integre par parties, on obtient (_nz_uzjz cos(u) du et le
0
1

théoreme de convergence dominée s'applique, avec comme fonction dominante T+ La limite est

nulle.

Sol.1-14) Une difficulté repose sur le fait que I'une des bornes de I'intégrale est variable. On remédie
ace probleme en effectuant le changement de variable t = nu. L'intégrale devient :

Jw n2 In(1+u}
1

1+n‘u

. Celle-ci

On applique le théoréme de convergence dominée, la fonction dominante étant In 1u u

est bien intégrable car c'est un O(U%n) quand u tend vers l'infini.

La limite cherchée est donc :
©In(l+u © 1 _ .
= +
J T du=1In(2) J T+ 0 du (intégrer par parties)
1

_ 1 1
—In(2)+J Loy du=2in(2)
1

Sol.1-15) a) ne devrait pas poser de probléme.
b) I :J rctang zdt + Jw rctan( zdt
0

t+— t+—
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Le théoreme de convergence dominée (avec comme fonction dominante arcttan t) donne comme

limite du deuxieme terme la quantité finie jw LCttazﬂ(Q dt. En ce qui concerne le premier terme, on

a:
3
t— % <arctan(t) <tsur [0, 1]
donc :
L
rl 1 rl
3 dt< ( mar‘t(t)dts L
2 2 2
t2
1-—
rl 1 rl
o 3 dt< ( Mdts let
2
Jot+ﬁ Jo 1 +ﬁ Jot+ﬁ
1-L
1
N _%+3i 3{] Mdt< let
ot+= t+— t+=
0 0 n
N —é (- —z)ln(n+1)dt<J Mdt<|n(n+1)

donc I'équivalent cherché est In(n)

n o0
S0l.1-16) a) J ”Hlt‘—t’”LdH J e’tln(%) dt
0

0

11 _y" o0
= J 1-x dx —In(n) + J e 'In(t) dt en posant x = 1 —%
0 0

1-x
! 2 n-1 * ¢
:J 1+X+X+...+X dx—ln(n)+J e In(t) dt
0 0

=1+L4 1o m)+ J“’et In(t) dt

2 n

0
donc, en passant a la limite : 0 =y + J et In(t) dt.
0
b) Jw et In(%) dt= Jw e'In(t) dt— e In(n) et chaque terme est de limite nulle, l'intégrale étant le
n

reste de I'intégrale convergente J et In(t) dt.

0
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n

c) Dans J et In(%) dt, on pose u = In(%) et v' = e ' en prenant garde de prendre comme primitive
0

nl1_g'

: dt. Donc :

n
v=1-e" Lalimite de uven t = 0 étant nulle, on obtient J et In(%) dt = —J

0

0
n n —t
J”J—H Lt dt+JnetIn(%)dt=Jn—(—L1_ Lo dt—Jnl_e dt
0 0

t

0 0

:j”e‘t—(l—t/n)” it
t

0
On conclut en appliquant le théoréeme de convergence dominée a la suite wan(t) dt,n>1, avec

0

t . La suite converge simplement vers 0 sur ]0, +oo].
0 sinon
Remarquer que :

e'l-(1- %)” =e'—exp(nin(1 —%)) >0 car nin(1 — %) <—t

—t n
f(t)_|:ul—t/nlsit<n
W(t) =

—t
DoncV n=>1,Vte[L n] |[f®)] = SeT'

La méme majoration est trivialement vérifiée sur ]n, +oo[.

Sur [0,1], on peut majorer e ' — (1 —%)” par e ' — 1 + t. Il suffit pour cela de montrer que :

nin(L —%) > In(1 1)

ce qui se fait par une simple étude de la fonction nin(1 — %) —In(1 —t). Sa dérivée vaut — nLt + lit

et est dusignede —n+nt+n—t=(n-1)t> 0 donc la fonction est croissante. Or elle s'annule en
—t
t=0. Par conséquent, vV n> 1, V' t € [0, 1[, | fa(t)| = fu(t) < &= _tl tt

t
€ 1+t

On prend donc comme fonction dominante ¢ la fonction o(t) = ot . Cette fonction
—sit>1
t

est bien intégrable, aussi bien au voisinage de 0 (elle s'y prolonge par continuité) qu'en l'infini (ou
elle est un O(Elz)).

On a donc bhien :

—t n 0 0
lim (=AU G- im J fn(t)dt:J lim f.(t) dt =0
t n—+oo
0 0

Nn—+o0 Nn—+o0
0
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5- Solutions sur les séries de fonctions

cos(nB) 1

Sol.2-1) a) La série converge normalement puisque || o o = o

terme général d'une série

cos(ne)

convergente. Les fonctions 6 — étant continues pour tout n, il en est de méme de f.

La série des dérivées — Z sm(ne) converge aussi normalement car || sm(ne) ||le =

= 2”’ terme général
n=1

d'une série convergente. Chaque fonction 6 — — |_nz(@ étant continue, f est C* et se dérive terme &

terme.

0 H ) ind .
b) Donc f '(0) = — sin(nd) _ Im € - Im 2 ___ 2sin(6) . f est une primitive de
) ©) E 2" nzz(:) 2" 2-¢"  5_4cos(0) P

cette fonction, donc est de la forme —% In(5 — 4cos(0)) + Cte.

00 0 n
Par ailleurs, f(0) = Z ;n In(2) (utiliser la formule Vt e ]-1, 1[, - In(1 - t) = X, tﬁprouvée dans
=1N n=1

le présent chapitre, pourt = %). Donc :

#(6) = —% In(5 — 4cos(6)) + In(2)

REMARQUE : dans le chapitre L3/HOLOMRPH.PDF, on definit le logarithme Log(z) d'un nombre
complexe z donné sous sa forme trigonométrique z = re'’®, r > 0, 6 e ]-n, n[ par Log(z) = In(r) + i6
(on exclut le cas ou z est un réel négatif ou nul). Si on admet que le développement

o N
—In(1-x) = ZXF, prouvé dans le cours pour x € -1, 1], s'étend aux nombres complexes z de

n=1
module strictement inférieur a 1, alors on retrouve le résultat précédent par le calcul suivant :

f(6) = Re(z 2n) Re(- Log(l——)) Re(- Log(3= COS(Og—isin(e)»

= Re( Log(\/(z — cos(ez))2 + sin’(0) &)

ou ¢ € ]- =, n[ est I'argument de 2 — cos(6) — isin(6)

= Re(~ |n(\/(2 - C03(92))2 + Sinz(e)) ~ip)

=~ In(/(2 - cos(0))? + sin%(0)) + In(2)
= —% In(5 — 4cos(8)) + In(2)

Sol.2-2) a) f est définie sur R car, pour tout X,

arctan(nx)
n

< %2 terme général d'une série

convergente.
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b) La méme majoration prouve que la série converge normalement sur IR. Comme, pour tout n, le
terme général est une fonction continue de x, f est continue sur R..
c) f est C* sur R*. Pour le montrer, on se contente du cas x > 0 sachant que f est impaire, et on

montre que f est C* sur tout intervalle Ja, +oo[, o > 0. La série des dérivées est 3. n(1—+1r12§25 et elle
converge normalement sur Jo, +oo[ car 0 < 1 < 1 , terme général d'une série

n(1+n*% ~ n(l + n’ad)
convergente. Donc, pour x non nul :
=Y =t
n=1n(1 + n“x°%)
d) La limite de f " en 0 est infinie. Plus précisément, par une comparaison serie-intégrale, on a :
n+1 1 1 n 1
vn, dt< < ———-(t
J t(1+t%°) " n(l +n%x) J t(1 + t°x°)
n-1

n

v 1 . 1 v 1
< <
donc J g0 +J Tt
1 1

= 1 w1 1 22}00

= - _ = _= + =

o |Tarea®= | e [0~ 3L+ ) |
1 1

= {In(;)}of =—In(x) + % In(1 + x?) ~ — In(x) quand x tend vers 0.

\/1 + 2%

Les deux membres de I'encadrement de f '(x) sont équivalents a — In(x). Il en est donc de méme de

f'(x).

1 1 12 n x rl n c (1)
Sol.2-3) | x*dx = [ &M dx = DO CILLLICS) MV S [l C8169) MO S ) A
n=0 n! n=0 n! n=0 (n + l)
0 0 0

0
intégrant n fois par parties l'intégrale.

xIne))"

o dx=2 —1n+I est une série convergente.

(n+1)

1
On peut permuter série et intégrale car X J
0

1 1
Le calcul de J %dx = J e"® dx se traite de la méme facon.

0 0

ot
Sol.2-4)EIJ ]

0
0 0

dt= | Yte™dt=> | te™dt=> leen intégrant par parties.
n=1 n=1

n=1

On peut permuter série et intégrale car X J N |t e*”t| dt= J te™dt=3 le converge.
0
0

- 1 1_& 1 _S o> 1
Posons S = ,P= = —== 1=
Eéi ;;Z n%é%r F;Z Eéi 4n 4 ni%%ak F;Z
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OnaS:P+I:%+I.Parailleurs:

* t < n-1 ,-nt < n-1 ” —nt
= t(-1)""e " dt= -1 te " dt
T Jz< ) 3 () j
0

0 0

car, comme précédemment > J N |t )"t e*“t| dt converge. Donc :

© t B 0 (_l)n—l B
= =—P+1
L el +1 at ngi n’

.1 _3S _ T b=S pinei [Z_t _1(~_t
Mais | = 2 etP = donc I-P > AmsLJ T+ 1 dt ZJ 1 dt.
0 0

O On peut aussi écrire que :

© t (o t _A(e t ot
J et_ldt_J (et/2_1)(et/2+1) dt_ZJ et/Z_l et/2+ldt
0 0 0
_o(*_u o (*_u t
_ZJ g1 ZJ 1
0 0

du avecuzz
donc2 (" —M—du=2(" 4 du— [ tdt= [t dt.
e'+1 e'—1 e -1 e—1
0 0 0 0

Sol.2-5) a) g est definie sur R et continue. On montrera qu'il y a convergence normale sur tout
intervalle [- a, a], a> 0.

b) Par comparaison série-intégrale avec la fonction f(t) = sz-_tz ona:

wa(t)dtsi ?ﬁ—nzsf“‘”f(t)dt
1 0

t - X t]®
= arctan; <Y 5——< arctan; 0

La limite quand x tend vers +oo est donc g

C) (t2 " nz) = (tz - n2)2 oncj (t2 = n2)2 t = g onc, pour tout n, J —2—232 t= onc
0

(t+n

0 2 2
© nN°—t
dt =0 alors que :
ZJ @+ Y !
0
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2 X n X

lim dt= lim dt= lim T
Jn [ 5 Fempas in % e S e
0

On peut permuter intégrale et série dans le calcul ci-dessus car :

X n 1 X . . L.
dt = = arctan(=) qui est le terme général d'une série
J (t T J‘z—z N (n) q g
0
convergente.
) © ro n2_ {2 n? _ 2
Cette question montre que Y. (_tz+_n232 dt ij 262_252 dt et donne un exemple ou I'on ne
n=1 n=1

peut pas permuter Y| etJ “alors méme qu'on a montré juste au-dessus que, pour tout x > 0, on peut
n=1

0

ter Yet [ L
permuter nzlej : S converge,
0
2 n2
alors que 2. J —2—252 dt diverge. On pourra vérifier en effet que J ( s ) dt = e
1 1 1 1< & _
e e _fg n;e“t.Onadonc.

o) = [~ i sin(tx) e ™ dt
n=1

0
Pour tout n :

J sm(tx)e”tdt—lm(J ™M dt) = Im ( ) X
0

n—ix’ X +n°
Pour montrer que g = o, il suffit de justifier que [ Y sin(tx) e ™dt = | sin(tx) e ™ dt. Il suffit
n=1 n=1

0 0
pour cela de montrer que 2. J N |sin(tx)| e " dt converge. C'est bien le cas car :

] .
Jw |sin(tx)| e ™ dt < J “Ix| te™dt = 7 terme général d'une série convergente.
0 0

1
REMARQUE : on peut prouver que S dont la limite en I'infini vaut bien Z.
Q pedtp a nzlx 12 2th(nx)  2x 2
1 © 0 1 0
sol2-6)a) Pour x> 1, 3 ("L gt =YL oeet S (ML gt= ("L gt=—1 doule
n= 1 n n:]_n n:]_ t t X_ 1
n n 1

résultat.
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b) Pour x >0, 0 < n+1lx - lx dt < ix S < et > ix - % est une série télescopique qui
n" t n" (n+1) n" (n+1)

n

n+11 1
converge. Donc 2. j e dt converge.

c) Il s'agit de montrer que lim Z ix - lx dt = y. Soit € > 0. Il existe P tel que, V p > P,
Xx—1 n nt ot
n
1 1 L 1 :
1+=+ ..+ —In(p) — v| < &. Quitte a augmenter P, on peut supposer ——= < €. Pour un tel p :
2 p-1 \[P
i1 1 1 1 P1
S-—Sdt=1+=+ ..+ - =
%J nX tX dt 2X (p_ 1)X J tX dt
" i x
:1+lx + 1 X+p -1
2 (p-1) x—1
—>1+%+... + —In(p) quand x tend vers 1

Donc, il existe aa>0telque, Vxe]l-a,1+qf:

n+11 1 1 1
-(l+=+..+———1In <
z U=t In)| <
n
Donc :
n+11 1 il 1 1
dt—vy| < S—-sdt—-(1+=+..+ —1In
z tyngljnxtx(z =1 ne)
n n
1 1
+|1+=+ ... +———In(p) -
> 51 (R
<2¢
Quitte & diminuer la valeur de o, on peut supposer a < %
S S o . . 1
Quant au reste >’ e dt, d'aprés la majoration télescopique du b), on peut le majorer par F
n=p ]
Pourx>l onauraalors : 0 < Z n+1l—ldt 1.1 —<e. Pourx € ]1-a, 1+ af, onaura
21 = nx tx x \/— \/— ) )
n
bienx>%puisqu‘0n apri3a<%, et donc :
1]
Z —x*— Z dt Y| <3e
n n

Autrement dit :
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n=1
n

1
Ve>0,3a>0,Vxel]l-a,l+al, Zjné S dt—vy| <3¢

L rntl
Ce qui prouve que lim >’ lx_lx
X—1n=1 n" t
n

dt=y.

Sol.2-7) a) On vérifiera que :

Ut = (142" e = exp(L - (n+3) In(L + )

= exp(— le O(Hz)) en effectuant un développement limité du In

1 1
=l-—+
! 12n O(HZ)
Un+]_ ~ 1
= In( Un ) 12n?

Comme 2. le est une série a termes positifs convergente, il en est de méme de 2. In(%). Comme
n

n-1
la somme partielle Y. In(%) est égale a In(u,) — In(u;) (reconnaitre une somme télescopique), il en
= k

résulte que la suite (In(un)) converge et donc aussi la suite (u,). On note L sa limite.
No(2n— 1)(2n +1) _ 2n — 1)
b ( 2N +1 2N +1
o= ( )Hﬁ—zl(z) N+ 1) BN

L2 2N)"Ne*NoN _ 4
~ 2N 42N(L4 I)\IAN e N N2 = 2

Donc, en faisant tendre N vers l'infini, = EZ donc L = \/ TT.
T

b) 2™t =1+ (2n+ 1) +

+@n+1).(n+2)
n!

= kz:(:)(znl: 1) +(2n +1) (Znnj Jl(lxz)n dx

0

@2n+1)2n (@2n+1)2n(2n-1) . . (2n+1)2n..2n-k+2) |
2 3! o k!

+ %J . (2n+1)2n...(n + 1)(1 + x)"(1 —x)" dx

n(2n+1 an+1/ 90 + 1 - .
Or >, K j est exactement la moitié de Z( K ) = 2°™1 en utilisant le fait que
k=0 k=0

(2n+1)_( 2n+1 )D .
k )7 an+1-k)Ponc:

2
220l = 20 4 n+1 n J\/_(l—) dtenposantt—xx/_
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2
o o :2:/_—+1(2n”jjx/ﬁ @ -5t
n n
(2n)! _ L (2n)*" e \[2n _ 2*2 ,
Or ( n ) iz L°n™"e"n Ln’ donc :

~2\/§22"J\f(1__) dt
~ 1~ ij\/_(l ~A|_£J°°exp(—t2)dt
0

en appliquant le théoréme de convergence dominée sur la suite de fonctions (f,,)
2
@-Yysiost<an : -
définie par f,(t) = n , de limite simple exp(—t°) , et dominee
0 sinon
par la fonction intégrable exp(- t?).

= L:\EE

Sol.2-8) a) En remplacant n par 2m + 1 dans l'indice du produit et dans la puissance de 2, on
obtient :

sin(x) = 2"+ H sm(X kn = sin(x) 2°" H sinXT * kTE)

= sm( ) 2°" H sin kn) ﬁ sin(*~ kn)

k=m+1

Mais, pour tout k vérifiantm+1<k<2m=n-1,ona:

Sln(x tkmy in® +nkn_n) :—sin(x_(nn_ k}n)

avecl<n- k <n-m-1=m, donc en changeant n — k en k dans le deuxieme produit, on obtient :

d'ou la premiére égaliteé.
La deuxieéme égalité résulte de la formule suivante, avec a = % etb= kn—n :
cos(2a) — cos(2b) _

2

—sin(a + b)sin(a—b) = sin?(b) — sin(a)

b) En prenant la limite quand x tend vers O du a), on obtient n = 2°" H sin (kn) On divise ensuite
k=1

membre & membre I'égalité du a) par cette égalité.
c) Pour tout m, |uk(m)| < vy donc la série > ux(m) converge absolument. Il en est de méme de >’ uy,
k k

car, en faisant tendre m vers l'infini dans I'inégalité | u(m)| < vi, on a aussi |uy| < w.
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Les hypotheses V k, V m, | uk(m)| < vk et 2 vk convergente, expriment le fait que la série de fonctions

m — Y ux(m) converge normalement (la variable m étant ici entiére). On peut donc écrire :
k

o0 o0 o0
lim > u(m)=> lim u(m)=> uy
M—>00 k=1 k=1 M—»00 k=1

Puisque, > ux converge absolument et que, pour tout m, il en est de méme de la série > ux(m), les
k k

produits infinis [T (1 + u) et ] (1 + ux(m)) convergent (voir Produits infinis dans le chapitre
k k
L2/SERIES.PDF).

p
Soit p un indice tel que, V k > p, v < 1. En tant que produit fini, [] (1 + ux(m)) converge vers
k=1

p e
[T (@ +u) quand m tend vers l'infini, et il reste a montrer que ] (1 + ux(m)) converge vers
k=1 k=p+1

IT@ +u). Comme |uk| < v < 1, tous les termes 1 + uy sont strictement positifs, et il en est de
k=p+1

méme des 1 + ux(m). On peut donc passer aux logarithmes, et montrer que :

lim Y In(L+u(m)= > In(1+uy
M—>00 k=p+1 k=p+1

Il suffit de justifier qu'on peut permuter lim et >, et pour cela, il suffit de montrer que la série
m—oo k=p+1

de fonctions m — > In(1 + uk(m)) converge normalement. C'est bien le cas puisque :
k

pour ux(m) >0, 0 < In(1 + ug(m)) < uk(m) < v
pour ug(m) <0, | In(1 + u(m))| = = In(L + u(m)) <—In(1 - vy)
donc V k, v m, |In(1 + ug(m))| < vk — In(1 — v), terme général d'une série convergente car équivalent
a 2vy.
sin?(®) ,
pour k < m et 0 sinon. ux(m) - ux = — k)z(_nz quand m tend vers

Dans l'exemple, ug(m) = —
- 2/KTU
sin“(=
)
I'infini. En utilisant les inégalités |sin(x)| < |x| et sin(t) > 2 pourt e [0, g], ona:
T
| | x°In? X cnéral d
u(m)| < = = vy terme général d'une série convergente
(M= g2 = e =V J :
Les hypotheses du lemme sont donc bien vérifiées.

Sol.2-9) a) Ne devrait pas poser de difficulté.
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b) La fonction x"(1 — x) a pour dérivée nx"* — (n + 1)x" qui s'annule pour x = nnTl Le maximum de

1 . & poncy || fa |l converge

. . 1n
la fonction f,, (positive) est obtenu pour cet x et vaut a, (1 + =

si et seulement si 2. % converge.

c) (an) étant decroissante positive, elle converge vers une limite A > 0.
Si A >0, alors f,(x) > Ax"(1 — x) > 0, donc :

)= X1 -x)=axNsix<1
n=N n=N

donc Sup D f(x)> Sup mxMN=2
xe[0,1] n=N xe[0,1[

donc Sup . f,(x) ne peut tendre vers 0 quand N tend vers +oo, et la convergence de . f, n'est
xe[0,1] n=N

pas uniforme.
On peut aussi dire que Y. f,(1) =0 alors que, pour x = 1, > f(x) > A X x"(1 —x) = A, donc il n'y a
n=0 n=0 n=0

pas continuité en 1 et donc pas de convergence uniforme puisqu'une série de fonctions continues qui
converge uniformément sur un intervalle a une somme continue sur cet intervalle.

Par contre, si (a,) converge vers 0, alors pour tout ¢, il existe N tel quen>N = 0<a, <get, pourn
> N et tout x de [0, 1] :

0<Yfi)<e X x(1-x)<ex"<e
k=n k=n

et il y a convergence uniforme.

La différence entre > % convergente et lim a, = O illustre la différence entre convergence normale
n—o0

et convergence uniforme. La premiére implique la seconde (car si 2. % converge avec a, positive

A

décroissante de limite A > 0, alors nécessairement A = 0 car sinon, % > o terme général d'une série

divergente), mais la réciproque est fausse (et il existe des suites (a,) de limite nulle telle que X %

diverge, par exemple a, =

1
In(n))'
Sol.2-10) a) Soit & > 0. Il existe o> O tel que, sur [1 - a, 1], |f| <& Onaalors:
o )
I Sjl [f00] (@ +x+ ... +x™ ) dx + J 1£60] (L + %+ .. + x™ %) dx
0

l-a

l-a 1 _y" 1
£||f||ooJ 11 );dx+aj (L+x+ . +x"Y) dx
1-a

0
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l-o 1
£||f||wJ ﬁdx+sj(l+x+...+x”1)dx
0 0

1-a 1 1
<|Iflls |- In(1 - +te(l+=+..+=
10 [ (=0T “+e@eg+..+)
1 1
< + +>4+ . +=
<Cte+e(1 > n)
1 1 . 1 1
<2¢(1 +§+ .ot ﬁ) pour n assez grand, puisque 1 +§ + .. +ﬁ—> +00
Comme 1 + 1, .t 1. In(n), l'inégalité précédente montre que lim LI 0 et donc
2 n n—oo IN(N)

I, = o(In(n)).
b) En considérant f(x) — f(1), le a) montre que :
Jl (F(X) — f(1)) (1 + x + ... + X" ) dx = o(In(n))
OO 1 n-1 - 1 1
r J f(1) (L+x+..+x 7)dx=1(1) (1+§+ +ﬁ)~f(1) In(n)
0
donc la somme J 1f(x) (1 +x+ ... +x" ) dx est équivalente & f(1) In(n)
0

c) Prendre f(x) = 1-x

, fonction qui se prolonge par continuité en x = 1 avec la valeur
X
cos(?)

f(1) = g. Donc, d'apres b), J, ~ 2 In(n).
T T

6- Solutions sur les intégrales dépendant d'un parameétre

. nogt n t"et e
Sol.3-1) a) Par récurrence, pour tout n, — ——— = (-1)" n! ————41. Cette derivee n-eme vérifie
) P ox" 1+ xt 1) (1+xt)™

I'nypothése de domination suivante :

e

Vx>0,vVt>0,|(1)"n! ™ <n!t"e™, fonction intégrable sur [0, +oo[

Donc, pour tout n, f est de classe C" sur [0, +oo[, donc f est C* sur [0, +oo].
b) De plus :

0= [“L & go=(" o
ox"1+xt T+ x)™
0 0

donc fM(0) = J D" n e tdt= (C1)" (N2 en intégrant n fois par parties
0

donc le développement limité de f a droite de O a tout ordre n est :

f(x) = k%(1)“ k! X + o(x")
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o

e

1+t
0

dt. Voir

Euler se permettait d'attribuer a la série divergente >. (-1)" n! la valeur f(1) =
n=0
I'’Annexe | du chapitre L2/SERIES.PDF.

Sol.3-2) a) Ne devrait pas poser de difficultés.

b) On montre que f est C? sur JO, +oo en montrant qu'elle est C? sur tout intervalle ]a, b[ avec
0<a<hbh.Ona:

0 X it_ D S

XX+t (P +X)°

& x it —6xt®+2x% it

et

X+ T (@R
Cette derniére dérivée Vérifie I'nypothese de domination suivante :
—6xt* + 2x°| _ 6bt* + 2b°
Vxela bl Vvt (t2 n X2)3 = (t2 n az)s

la fonction majorante étant intégrable sur R puisqu'équivalente a 6?? en l'infini. Par conséquent, f est

C? sur tout intervalle Ja, b[ inclus dans ]0, +oo[, donc C? sur ]0, +oo[ et, pour tout x > 0 :

U e wn _ [ 2 —BXEE+2X it
f(X)—J me dtetf (X)—J We dt

ag_ _2tx  d%g_ext®-2x
Vo~ WP @)y

o A2 . o .
d) Donc f"(x) = — J %g(x, t) e dt = ij %tg(x, t) e dt en intégrant par parties

= J : g(x, t) e" dt en intégrant de nouveau par parties

=f(x)
Donc il existe a et b tels que : vV x> 0, f(x) = ae* + be™.
e) Effectuer le changement de variables t = ux.

f) f est bornée, car, pour tout x > 0, |f(x)| < J wﬁz du = r. Donc a = 0 et f(x) est de la forme be™.

u

o ix
De plus, x—>J 1e+—uzdu est continue sur R (I'nypothese de domination est vérifiée avec la

. . 1
fonction dominante ——) donc :
1+u)
lim 100 = [~ tim. e du="—L dy
m = = =
x—0" J x—>0"1+u J 1+u §

donch=met: Vx>0, f(x)=ne™
On notera que x — Jw Q%tz e dt n'est pas continue en 0. Pour x = 0, cette intégrale est en effet

nulle, donc différente de lim , f(x) qui vaut m.
x—0
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. ixu
En prenant la partie réelle de f(x) = J 1e+—u2 du et en utilisant la parité du cosinus, on obtient, pour

x>0:
cos(xu) du = ne
J 1+ 2
0
X
Le membre de gauche étant une fonction paire de x, on a, pour x < 0, J COSXY) qu 2 . On

cherchera dans la solution ou I'on a utilisé I'nypothése x > 0 pour trouver I'expression de f.
On trouvera une autre facon de calculer cette intégrale au moyen d'une intégrale curviligne dans le
chapitre L2/CALCDIF2.PDF.

Sol.3-3) a) F est définie continue pour x > 0. Pour le montrer, utiliser I'nypothese de domination
suivante.
lpourte]0, 1]

. 2
OSSIr;t e*th 1

Zpourt>1 fonction définie par morceaux, intégrable sur 0, +ool.
" >

F est C2 sur ]0, +oo[ car C? sur tout intervalle ]a, +oo[, a > 0. En effet :

aﬁ sirlgtzz e sint(t}2 ot
X

& sin(t)?
ot
avec I'nypothese de domination suivante :

2 2
Vx>a, Vtel0, +ol, O<aax ”lt e<e®

e =sin(t)’e™

b) Pour tout x > 0:

F'(9 = J sin(t)” e * dt = J ”AJ“C;’S 20 ¢ gt

_1 *® (2i-x)t - 1 1

== ——R — = -

ZJ e(J e dt) = 2 e o
0

-1 1 x

2x 2X2+4

—~  FM= % In(x) —% InGE + 4) + Cte.

: 2
SIN(E)” gt 4t = 0 en appliquant le théoréeme de convergence dominée,

or lim F'(x):—JOO lim
X—>00 X—>00
0

avec I'hypothese de domination: V x> 1, ¥V t € ]0, +oo[ <e'.Commeona:

sin(t) ot
[

lim L in() - In(x +4)= lim — |n(1+ﬁ‘z)=o
X—00 2 X—>00 X

on en déduit que Cte = 0 et donc que :
F(x) = In(x) — In(x +4)
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Donc F est une primitive de % In(x) —% In(x*> + 4). On trouve une telle primitive en intégrant par

partie :
1 1002 _1 1 2 1 2¢
J In(x)—4ln(x +4)dx—2(xln(x)—x)—4xln(x +4)+4 v +4dx

_1 a1 2 1 8
=5 (xIn()) =) = X Inx +4)+4j2 o Ox

=Ly ine - % X InOC + 4) — arctan(%) + Cte

. 2
SIND” ¢t 4t = 0. Commee :

Comme pour F', on montre que lim F(x) = lim
X—»00 x—>oo
lim —xIn(x)——xIn(x +4)— arctan( )— I|m ——In(1+—2) arctan()
X—>00
:_E
2

on en déduit que Cte = g et que :

F(x) = 1 x In(x) — % X In(C + 4) — arctan(g) + g

c)D'ou:
0 snl t)? - F(0) = E

t

(" © 2
1- cosgxt) etdt=2 J S|n§xt/2) e tdt
Y0
—XJ ﬂQIJLexp(——)du en posanttzz—)lJ

=xF&)

Y0
(" © 2
1- COStdt— J sin(t/2 dt—J sin(u)” du-—enposantt-Zu

In( ) In(—z +4)-X arctan( ) +1 > X
=In(2) —In(x) - = (In(4) +In(1 + %%) — In(x?)) — x (g —arctan(x)) + g X
= x arctan(x) — In(1 +x%)

Si on remplace t par i avec x > 0, on obtient :

x arctan(x) —% In(L +x3) :J ” Ligﬂx_t) otdt= XJ ©]_ <t:osgt} o g
0 0
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Puis, si on remplace x par% :
1(*1-cos(t) 1 1, 1 1
= == =y _ = +
» J —tzil e " dt < arctan(x) > In(1 ;z)
0

donc Jw 1;(;2(& e Xdt= arctan(%) —% In(1 + ;12)
0

=T _
2
1 —cos(t

arctan(x) —% In(1 + x%) + x In(x)

On retrouve la valeur Jw dt = g trouvée plus haut, en faisant tendre x vers 0 et en
0

vérifiant une hypothése de domination pour la fonction 1;:2%9 e ™ (laissée au lecteur).

Sol.3-4) a) Soit G(x,Y, z):jzf(x,t) dt. Alors F(x) = G(x, o(X), w(x)). Voir le chapitre
y

L1/CALCDIF1.PDF pour la dérivation d'une fonction composée de plusieurs variables :

= P9 = S0000.09) + Se00.0) 000 + 2000w 09) x v

W(x) of , !
- J &(x,t) dt + y'(x) f(x,w(x)) — ¢'(X) f(x,0(x))

o(x)

z

Pour justifier que aa—f(;(x,y,z) = J %(x,t) dt, il convient de vérifier une hypothése de domination sur
y

un rectangle [a, b] x [y, z] tel que a < x <h. 2—; étant continue sur le fermé borné [a, b] x [y, z], g—)f(y

est bornée et il suffit de prendre comme fonction dominante une constante majorant 6—; sur ce

rectangle.

b) En appliquant le a) :

P t In(1 + X2
H(X)‘L L+ DL+ x) 1+x

En utilisant la décomposition en éléments simples :
t X 1 + 1 x+t

L+t)L+xt) 1+x°1+xt 1+x 1+t

On obtient :
X t In(L+x%) , x In(1 + x°)
=— + +
L A DA 0 1 TN 205
. X In(1 + x*
= +
donc H'(x) T+ .2 arctan(x) 2J(1Tx7)2

donc H(x) = % In(1 + x%)arctan(x) + Cte

-85 -



(si on ne voit pas la primitive de H' directement, on peut effectuer une intégration par parties sur

n(l+x
J J(lTTE dx par exemple)

Comme H(0) =0, Cte =0 et H(x) = In(1 + x%)arctan(x)

_ N1+t ,_=
C) Pourx =1, J;) Wdt 8 In(2)

n/2 -
Sol.3-5) a) Soit F(x) = J exp(— xe") dt. F est C* sur [0, +oo[. En effet :

0 ety = it
o exp(—xe") = —exp(it—xe")

et Vx>0 Vtel0, g], |- exp(it — xe")| = exp(~ xcos(t)) < 1 fonction intégrable sur [0, g]. On
adonc:
/2 ;
Vx>0, F(X) = - J exp(it — xe") dt

0 . .
Or la dérivée par rapport a t de exp(— xe") est — ix exp(it — xe"). Donc, pour x > 0, une primitive de —

exp(it — xe") par rapport a t est & exp(— xe“), donc :

t=nl2 @ " — e—x

FI(X) - [exp(_ elt)]t =0 iX
On peut vérifier que I'expression précédente de F' se prolonge en 0 par la valeur % qui est bien la

n2 . [
valeur de F'(0) = —J edt=— %
0

Donc, sachant que F(0) = g :
—jt —t

_ X' _ Xe _e
F(x)—F(O)+J F(t)dt—g+J o dt

0 0
—t

/2 ; it
En prenant la partie réelle de chaque membre de I'égalité J exp(— xe") dt = g + JX % dt, on
0

0
obtient :

j " exp(— xcos(t)) cos(xsin(t)) dt = z J ' %9 dt
0 0

/2
Pour permuter dans l'intégrale de gauche lim et J , on doit vérifier une hypothese de
X—>+00

0

domination sur la fonction (x, t) € [0, o[ x [0, g] — exp(— x cos(t)) cos(x sin(t)). Une fonction

majorante n'est pas difficile a trouver (on peut prendre une constante puisqu'on integre sur un
intervalle borné). On a donc :

- 86 -



lim Jnlzexp(— xcos(t)) cos(xsin(t)) dt = Jnlz "T exp(— xcos(t)) cos(xsin(t)) dt=0
X—>+00

X—>+o0
0 0
alorsque lim - (*SN® g =7 (7SINO 4 piog e rsultat.
X—>+00 2 t 2 t

0 0

/2 . -t -t o
A titre de curiosité, si on prend la partie imaginaire de J exp(—xe") dt = g + JX € € at puis si

0 0
o At
on fait tendre x vers I'infini, on prouvera que J cos(t) —e_ dt=0.

t
0

b) J o J e sin(y) dx) dy = J Yl‘;xy sin(y) dy
0 0

0

. —XY+iY
JX(JY e ¥ sin(y) dy) dx = Im jX(JY e dy) dx = Im JX l-e T dx
0 0 0 0

X—1
0

X 1 xefo+iY
= ———dx—1Im — dx
J Xx“+1 J X—1
0

Xe
= arctan(X) — Im J <

0 .
X A XYHY

(Y1 e
Aman y sin(y) dy:arctan(X)—ImJ v dx
0

0
—XY+iY

Y qj 0
Si X tend vers l'infini, on obtient J %D dy = g —Im J € dx. Il convient de veérifier une
0 0

,Xy
hypothese de domination pour l'intégrale JY il sin(y) dy afin de permuter lim et JY :
y X—00
0

0
1-e
y

< | 1- efxy| < 1 fonction intégrable sur [0, Y].

VX>0,Vyel0, Y],‘ sin(y)

Puis on fait tendre Y vers l'infini et on obtient Jw %D dy = g Il convient de vérifier une
0

) . . ] . 0 e7xY+iY 0 ] e7xY+iY
hypothese de domination pour pouvoir écrire  lim J —dx = J lim dx.
0 0

Y -+ X—I Yo+ X—I

—XY+iY
ex i

X—Ii

—XY
=_¢ < e”* fonction intégrable sur [0, +oo[

\/x2 +1

- - - - - Y
On aurait pu commencer par faire tendre Y vers l'infini dans J

vVY>1Vx20,

_eN

sin(y) dy et

. 0
Xa—XYHY

arctan(X) — Im J €

0

v dx, ce qui donne :

©]l g .
J y sin(y) dy = arctan(X)
0
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puis X vers l'infini, ce qui donnerait jw %(D dy = g mais I'hypothése de domination de

1%

sin(y) est impossible a vérifier si y varie dans [0, +oo[ au lieu de [0, Y], la fonction

_ |sin(y)|
majorante

n'étant pas intégrable sur ]0, +oo[. On rencontre une difficulté analogue dans le c)

qui suit.
c) On montre que l'intégrale est une fonction C* de x sur ]0, +oo[ en montrant qu'elle est C* sur tout

intervalle ]a, +oo[, a > 0. Pour cela, vérifions I'nypothése de domination sur la dérivée de e ™ _sw;(t)

par rapport a x. Ona ( —th|n(t)) =—e ™sin(t), donc :

V x>a, Vte]0, +oo, ‘% (e™ %Q) < ¢ fonction intégrale sur 0, +oo[.

Par conséquent :

g J o0 ;= J‘”_ P in(t) dt = - Im J “exp((i - X)) dt

0 0

doncj e ™ %Q dt = Cte — arctan(x).
0

Plus généralement, nous utiliserons plus loin le calcul de primitive suivant :

J e ™ sin(t) dt = Im J exp((i — X)) dt

exp((i —x)t
I—X
exp((i —X)t)(i + X
_m &XR((@ - +)x)2( )
m (& Xcos(t) + ie” sm(t))(l + X)
1+x
e*Xtcos(t) + xe X'sin(t)
1+x°

=Im

e cos(t) + xe sm(t)

Ainsi, une primitive de t — e * sin(t) est la fonction t — — T4

Dans I'égalité J e ™ %Q dt = Cte — arctan(x), on obtient la valeur de Cte en faisant tendre x vers
0

I'infini. Pour permuter lim et Jw, il suffit de vérifier que e ™ %Q satisfait une hypothése de
X—>»00

0

domination. C'est le cas avec, par exemple :

x sin(t)
t

Vx>1,Vte < e ¥ < e fonction intégrable sur ]0, +oo[
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Onadonc:

lim J etxw'qt dt:J lim et"—QSln dt=0

X—>00 , X
= lim Cte —arctan(x) = Cte — &
X—>00 2
donc Cte = g et J e %(t) dt = g— arctan(x).
0

Faire tendre x vers 0 dans I'égalité précedente est délicat car il n'est pas possible de trouver une
hypothese de domination dans ce cas. Ecrivons :

o0 . n/2 . ) .
oo [Tersg [ ol
0 0 /2

/2 .
L'intégrale J e ™ %Q dt vérifie une hypothése de domination avec :
0

o Slr'l[(t)

Vx>0,Vte <1

Intégrons par parties J etxmdt, avec U' = e ™ sin(t), v = % On a vu plus haut qu'on peut
/2
e *'cos(t) + xe sin(t)
1+%°

J © gusin() g - [_ e “cos(t) + xe’“sin(t)} t=o J g cos(t) + xe X'sin(t) dt
t
/2

prendre u = — . Donc, pour x>0:

/ t(1 +x°) t=n/2 t(1 +x%)
/2

_ 2 xe ™2 e cos(t) + xe X'sin(t)
R J 2+
n/2

0 a—Xt Xt
Or Il'intégrale € cos(zt) * xe2 sin(t) dt veérifie une hypothése de domination (remarquer qu'on a
t°(1 +x9)
/2
augmenté le degré en t du dénominateur). En effet :

—xt —Xt
Vx>0, vt>E |Ecos(h) +xe sin(h) < M — intégrable sur [Z, +
2 2L +x9) t(l+ 2 g [+
ou M est un majorant de la fonction bornée x >0 — Hg

Donc :

x—0 nl+x (L +x)

lim J ot smg ) gt = I|m ( eftx |ng ) gt + 2 xe ™2 Jwe“cos(t) + xe 'sin(t) )
/2

X—0 (1 +x°)
/2

2 .; o
SITt! dt_J COtSt dt

n/2 . w
= lim e %S g lim & cos(t)+xe 'sin(t) dt
X—0 t

0
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_ (™ sin() it + J‘” sin(t) 4
t t
/2

Y0
en refaisant une intégration par parties inverse
_ sin(t) dt
t
Y0
= lim Z-arctan(x) =2
x—0 2 ) 2
L : 1 X*(1 + 1)
Sol.3-6) a) Montrons que g est C™ sur [0, +oo[ La fonction x — T+0 exp(— T) est de classe
2 2
C!, de dérivée — x exp(~ %), etlona:

2 2 2
vVx>0,Vtel0,1], ‘— X exp(— Mlzil) < x exp(- X?), fonction bornée sur R car continue

et de limite nulle en +o0. On peut donc prendre comme fonction dominante la constante

X

2
Sup x exp(- 2), constante qui est intégrable sur le segment [0, 1]. Donc g est C* et, pour x > 0 :

x>0

g9 =~ J o L)
0

X2 (X u?
= —exp(— E) J exp(— ?) du en posant u = xt
0

= f'(x) f(x)

2
Donc, pour x >0, g(x) = Cte — KEL Les deux fonctions étant continues en 0, on trouve la constante

en prenant x = 0, ce qui donne :
(Y1 o~ f(0)
g(O) —J mzdt—4—cte 5 = Cte
0

_x _n_f(x?
Donc Cte 4etg(x) 17

b) On fait tendre x vers +o0. Une hypothése de domination sur g n'est pas difficile a trouver. On en
déduit :
1 2 2
lim g0 = [ lim —— exp X g =
Xx—o0 1 +1 2
1 +00 3 f 9
L (L exp(- L)

+o0 2 +00 2
Donc J exp(— %) dt= \/% et par parité, J exp(— %) dt= \/Z_n .
0 —0

Sol.3-7) 0 On peut intégrer par parties, avec f '(t) = 2t exp(— t°) et g(t) :zit X
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J exp(_ 1) dt = J F(0g() dt-eXp( x’) J wEXp(_t)dt

X

or 0< J e_x;lzt_ dt < J exp(-t%) dt = O(J exp(— t?) dt) quand x tend vers l'infini.

X
Donc:

Jw exp(~ t?) dt ~ Jw exp(— t9) dt +j exp( t)) 4 = EXPEX)

2X
X X 2 X
Donc J “exp(- 1) dt ~ e_xpé;_x).

X
O On peut aussi effectuer le changement de variable t = x + u dans l'intégrale initiale. On

obtient exp(— x%) J exp(— 2xu — u?) du. On pose ensuite y = ux ce qui donne :

—4—2 J exp(- Xz) exp(- 2y) dy

On passe a la limite dans I'intégrale au moyen du théoreme de convergence dominée. Pour tout vy,
2

lim exp(— }A%) exp(— 2y) = exp(— 2y) et par ailleurs, I'hypothése de domination est vérifiée :
X—>00
2
vVx>0,vVy>0,0<exp(- gz) exp(— 2y) < exp(— 2y) fonction intégrable sur [0,+oo[

© - 2
La limite de l'intégrale vaut doncJ exp(—2y) dy = % donc I'équivalent cherché est e—X%Xil
0
0 On peut aussi procéder par encadrement dans l'intégrale exp(— x%) J exp(— 2xu — u?) du. D'une

part :

® 0 2
exp(— x2) ( exp(— 2xu — u2) du <exp(- x2) J exp(— 2xu) du = e_X%X_Xl
Y0

D'autre part, pour tout a > 0, on peut minorer l'intégrale par :

5 (2 2 2 . (2
exp(—x9) | exp(—2xu—u) du >exp(-x° —a“) J exp(— 2xu) du

"0 0 2xa
—2X
> exp(— X% —a2) L=&
> exp(—x°—a%) o
Sion prend a = \7_ le minorant vaut exp(— x° 1)1 exgg( 2x) expéx)()
X

2
Minorant et majorant etant tous deux équivalents a e_szx_l, il en est de méme de l'intégrale.

Sol.3-8) On peut supposer b < a, car on se ramene a ce cas quitte a changer le signe des deux
membres.

a) Si f' est intégrable, f admet une limite en +oo car Jw f'@)ydt=Ilim f(x)—f(0).
X—>+00

0
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Posons L = lim f(x).

X—>00
U D'une part :
ij(tx)dtdx J [it—xl} dx
X |t=b

_ JX f(ax) — f(bX) 4,
X

€

D'autre part :

JJ f(tx)dxdt-f H—’Q JaMdt

AinsLwadx:Jawdt

€ b
Faisons tendre € vers 0. La limite existe car, a droite, on peut intervertir Iim0 et Ja , la fonction
e—>
b
(e, 1) > H(tx t_f %) vérifiant I'nypothese de domination suivante :
Vteb al,Ve>0, ‘f(tX)t—f(ts) L2 IIJ e
ou| fl.= Sup |f(x)|. Cette quantité existe car, f étant continue sur [0, +oo[ et admettant une

xe[0,+o0
limite en +oo, f est bornée. On obtient alors :

fo(ax) — f(bx) dx = a lim f(tX) —f(te) dt = Ja (tX) —1(0) dt
X g0 t t

b
Puis, par un raisonnement analogue, on fait tendre X vers l'infini (avec une hypothése de domination

vérifiée aussi avec Hbi”@), ce qui donne :

Jw@%mdxz axnmowduf%%t:@—f(onIn(%)
%

b
O On peut aussi montrer le résultat par un calcul ne nécessitant que des connaissances plus

élémentaires, ce qui ne signifie pas que les calculs soient plus simples.
Jw (ax) — f(bx) dx = lim Jlfgax);fgbx) dx + X"m fogax};fgbx} dx
—>00

e—0

= lim (J @d Jlmdx)+ lim (J @d de)

X—

= lim (J 1) gy J de)+ lim (J Xixldx—J ixldx)
e . 0

par changement de variables

= lim (- J“Qdﬁj ildx)+ Jim J de)

e—0 X—>m
bX
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= lim —Jagﬂ))(—(ldx + lim Jaxﬂj(ﬁdx

e—0 X—>w0
- 1 2 f(x) — f(0) a : aX f(x) — L a
= lim — 2\ dx —f(0) In(>) + lim 2 —dx+ L In(E
lim. J - © I + Jim J - &
be bX

_ ax _
Il suffit de montrer que I|m Ja M dx = I|m J KXL dx = 0 pour conclure. Pour la

premiere intégrale, f étant dérivable en 0, w est bornée au voisinage de 0. Soit M un
majorant. On a alors :

Jaﬁ f(x) —f(0) dx
X

<M(a-b)e qui tend bien vers 0 quand ¢ tend vers 0

Pour la deuxieme, comme f(x) tend vers L quand x tend vers +oo, pour tout m > 0, il existe A > 0 tel
que, pour x > A, |f(x) — L| < m. Pour X assez grand pour que bX > A, ona:

JadeX

<m|n()

Ainsi,Vm>0,3A,vx>%, Smln(g)

Jax f(x) — L dx
X

ce qui est la définition de I|m J de 0.
bX

O On pourrait considérer les deux membres comme fonction de a, s'annulant quand a = b et ayant
méme dérivée JQ) Mais pour le membre de gauche, il faudrait pouvoir écrire :
Jw gax) —fgbx) dx = Jw 0 f(ax) —f(bx) dx = wa'(ax) dx = [fgax}}X—wo _L-1(0)
da a

oa X x=0 a
0

qui donne bien le résultat attendu, mais la premiére égalité demande a vérifier une hypothese de
domination sur la fonction (a, x) — f'(ax) qui n'est guere évidente a trouver.

a
b) g )

0) |n(§)

d) Faire le changement de variable t = e ce qui donne :

t=1g4- (*1-€"
jln(t)dt J " e du
0

puis appliquer le c).

On peut aussi remarquer que ( ) est la dérivée de F(x) = JX i 1() dt. Par ailleurs, F(0) = 0 car la
fonction T se prolonge par continuité en 0. Donc F(x) = J m dt donc :
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t—1 , _ _ G 1
f i) W= ] g ™

Posons o(t) = (fonctlon se prolongeant par continuité en 1). On a alors, pour x < 1 par

| a0
exemple :
x? 1 X 1
F) :J @(t)ﬁdtzj o(t) 11 ot
X X
Onaalors:

mln((p)J S dt <F(x) < max((p)j — dt

le min et le max de ¢ étant pris entre x* et x et donc tendant vers la limite de ¢ en 1 quand x tend
2

vers 1, cette limite valant 1. La limite de F en 1 est donc égale a celle de JX L dt, & savoir :

X t—1

lim In(x*—1) —In(x — 1) = In(2)
x—1

S0l.3-9) J ”’Ae 1,1 dt— j A%(exp(utA”) exp(—)+1)dt
1

:J Yexp(.tA”’l) dt—JA%(exp(iZt)—l) dt
1 1

Dans la premiére intégrale, on fait le changement de variable u = t% et dans la deuxieme, on fait

le changement de variable u = % On obtient :
A+l i 1 1 —
J exguglu} du_J expglllj} Ly
(A+1)/A

+oo it
Il suffit ensuite de prendre la limite. On pourra montrer que l'intégrale J eT dt est convergente en

1
intégrant par parties.

Sol.3-10) a) f(x) est défini pour tout x > 0 car, au voisinage de t infini :

0< MllTthZX_Q < 3!} = E%Z fonction intégrable sur [1, +oo[
On montre que f est continue sur [0, +oo[ en montrant que, pour tout a > 0, f est continue sur [0, a].
Pour cela, on a I'hypothése de domination suivante :

In(1+xt) In(1 + at)
Vxel[0,a],vt>0,0< il S 1P

b) Notons qu'il ne sert a rien d'effectuer un développement limité de In(1 + xt) dans I'intégrale au

fonction intégrable sur [0, +oof

voisinage de x = 0 car son premier terme xt donne une intégrale J N 1L+tt2 dt divergente. Nous allons

0
passer par le calcul de f'. Pour cela, on montre que f est C* sur ], +oo[ en montrant qu'elle est C* sur
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0 In(1+ xt) t

tout intervalle Ja, +oo[, a > 0. On a =
Ia, +eel, x 1+€  (L+xp(l+D)

et I'on dispose de I'hypothese de

domination suivante :
VXx>a Vte

t t L
< <
[0, +oo[, 0 < T 00+0  A+a)l+D fonction intégrable sur [0, +oo[

(C'estun O(Elz) en +o).

On adonc, pour x >0 :

oy = (7 t __1 ©t+x X
f(x)—J (1+xt)(1+t2)dt_1+x2J 1+2 T+xt
0 0

:mz(%x+ lim In(“l1 +xt ) = 1+x2 E_In(x))

On peut alors conclure de deux facons :

O Quand x tend vers 0, on a f '(x) = — In(x) + %X + 0(x). Considérons la fonction g définie par :

g(x) = f(x) + xIn(x) — x — “jl‘

g se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = 0, et il s'agit de montrer que g(x) = o(x%). g est
dérivable pour x > 0 de dérivée :

g'(x) = £'(x) + In(x) — %X = 0(X) = Xe(X)
avec ¢ une fonction telle que lim g(x) = 0.
x—0

Le théoréme des accroissements finis (voir le chapitre L1/DERIVEE.PDF) permet d'écrire que :
vV x>0,30 10, 1[, g(x) = g(x) — g(0) = xg'(6x) = x*0¢(6x)
avec IimO 0(6x) = 0, donc g(x) = 0(x?).
X—

0 On peut aussi procéder comme suit. Puisque f(0) =0,on a:

f(x):JXf'(t) dt:JXl—itg(%t—ln(t)) dt
0 0
:g'”(“XZ)—JXlITt dt
=Zin(1 +x) - J In(t)dt+J '” dt
=Zin(1+x) - xIn(x)+x+J ﬂ}dt

Comme & In(l +x%) = 4 + o(x%), il reste & montrer que J ﬂ% dt = o(x?). Effectuons le
changement de variable t = ux. On obtient :

14,2
JXt In(t dt = x J u? In(ux du J lil--:nu)l;l du+x3j u? Ingx;
0

1+ ux 1+ ux
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1 + ux

1 14,2
J %} dul < J u? | In(u)| qui est une constante, donc x° J u”In(u) 4y = o)
0

0 0

1 1 Lu? In(x

< 24, =1 3 = O3

_J u“ du 3doncx j 1+ ux du = O(x” In(x))
0

Comme O(x%) + O(x* In(x)) = O(x® In(x)) = 0(x?), le résultat est atteint.

Sol.3-11) a) L'hypothése de domination pour arctan(x tan()) est :

VXx20,V 0 el0, g[, 0 < arctan(x tan(0)) < g fonction constante intégrable sur [0, g[
Comme x — arctan(x tan(0)) est continue pour tout 6, f est bien continue.
Montrons que f est de classe C' sur tout intervalle ]a, +o[, a > 0. La fonction x — arctan(x tan())

est de classe C* et de dérivée ﬂ@% L'hypothese de domination est vérifiée au moyen de :

tan(0) tan(0) L T
VXx>a, Ve 0, =, < fonction intégrable sur [0, =[ car elle se
05045 X2tan?(0) 1+ a%tan(0) J (0.5

prolonge par continuité en g

b) La dérivée de f vaut alors :

f'(x) J tan _@an®)  4q- J”"’Z Sin(G)c%s(e)
0

1 + x°tan®(0) cos?(0) + x%sin’(6)
1t &2_ en posant u = sin*(0)
2 -1 AU

0
=- 2(1—1_)(25 [In(1-(1- XZ)U)]:z;
In(x

1-x
Comme f(0) = 0, on a f(x) = J “f) dt=— J " 1'” tt dt.
0
c) f est continue en 1, donc, en faisant tendre x vers 1 :

J”zede J ﬂ%dt

doncj ntdt———

8

D'autre part, en développant l—ltz en série :

J z — 2" In(t) dt
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Il n'y a pas convergence normale de la série 3 — t" In(t) sur [0, 1] car une étude de fonction donne
1

| — 2" In(t) ”w:%ne' En revanche, j — " In(t) dt = ﬁ en intégrant par parties. Donc

0

> J " |- In()| dt converge.

Les hypothéses du théoréme d'intégration terme a terme étant vérifiées, on obtient :

T _ n(t 2n - < ~42n — 1
J J)Zdt >~ Iny) dt zo " In(t) dt = z G
0
Enfin :
i _12 = i —12 + i —12 en séparant les indices pairs des indices impairs
n=1N n=1 (Zn) n=0 (2n + 1)
1< °
== + —
TP

3&1_1°
donc 4252_8

donc Zﬁlzz
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