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| : Rayon de convergence

1- Définition
DEFINITION :

On appelle série entiére d'une variable complexe une série de la forme : Y a, 2"

z est complexe, ainsi que les a,. On pose par convention 0° = 1, comme pour les polynémes, de
sorte que la valeur de la somme de la série pour z = 0 est ap. La premiere question que l'on se pose
est de savoir pour quelles valeurs de z la série converge.

DEFINITION
On appelle domaine de convergence de la série entiere I'ensemble des z tels que la série converge.
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EXEMPLES :
Notons D le domaine de convergence.

7"
DZH

Pour z = 0, la série converge et vaut 1.
Pour z = 0, on applique la regle de D'Alembert (voir le chapitre L2/SERIES.PDF).

n+l 1
(nZ+ 1)n|'zn =5 i 1 tend vers 0 quand n tend vers +oo donc la série converge pour tout z.
= D=C.

a7

Pour |z| <1, il s'agit d'une série géométrique convergente.
Pour |z| > 1, il s'agit d'une série géometrique divergente.

= D={z |z <1}
Q> a%"

Par un raisonnement comparable, D = {z, |z| < ﬁ}
a

Zn
Dzn

Pour |z| < 1, larégle de D'Alembert permet de conclure a la convergence.

Pour |z| >1, la méme regle permet de conclure a la divergence. On peut aussi remarquer que, Si

n
L z , - .
|z| >1, le terme général o ne tend pas vers 0 donc la série diverge.
En ce qui concerne le cas |z| = 1, on peut montrer que la série converge sauf pour z = 1, mais la

preuve n'est pas évidente. Une démonstration est donnée dans le chapitre L2/SERIES.PDF.
= D:{z,|z|<1ou(z¢1et|z|:1)}.

z
DZHZ

Pour |z| <1, le module du terme général de la série est majoré par le Elle est donc absolument

convergente.
Pour |z| > 1, le terme général tend vers l'infini donc la série diverge.

= D={z,|z| <1}.



a>n!z"

Pour z = 0, la série converge et vaut 1.
Pour z = 0, le terme genéral tend vers I'infini, donc la série diverge.
= D = {0}.

EIZn!z"2

Il s'agit bien d'une série entiére Y. a, z" avec a2 =n!etay=0sipnest pas un carre parfait. Bien que
ressemblante a I'exemple précédent, le domaine est tout a fait différent.
Pour |z| > 1, la série diverge car son terme géneral tend vers +oo quand n tend vers l'infini.

Pour |z| < 1, la série converge. Montrons en effet pour cela que |n! z“2| est un O(ﬁlz), autrement dit

que la suite (n? n! |z”2|) est bornée. Prenons son logarithme, pour z =0 :
In(n? n! | 2%]) = 2 In(n) + In(n!) + n? In(| |
<2 1In(n) + In(n") + n? In(| z|)
<21In(n) + n In(n) + n?In(|z|) ~ n* In(| z|)

. 2 . 2 . 2 . s
donc lim In(n®n! |zn |) =—owdonc lim n®n! |zn | = 0 donc la suite (n* n! |zn |) est bien bornée.
N—o0

= D={z|z| <1}

On remarque que dans tous les cas, le domaine de convergence est un disque centré a l'origine, de
rayon éventuellement nul ou infini, et comprenant ou non des éléments du cercle frontiere. Nous
allons voir que ceci est général.

2- Rayon de convergence
LEMME D'ABEL

Soit Y. a,z" une série entiére et Z un complexe non nul tel que la suite de terme général a,Z" soit
bornée. Soit z tel que |z| <|z|. Alors la série 3 a,z" est absolument convergente.

Démonstration :
Zn

O Soit M un majorant de |a,Z"|. Ona: |a.z"| =|a.Z"| o

n
La série de terme genéral M % est une série géometrique de raison strictement inférieure a 1. Elle

est donc convergente. La série de terme général a,z" est donc absolument convergente.
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L'hypothése de la proposition est en particulier vérifiée lorsque a,Z" tend vers 0 lorsque n tend vers
I'infini, et en particulier lorsque la série de terme général a,Z" converge. Autrement dit, si la série

converge pour Z, alors elle converge nécessairement pour tout z de module inférieur a |Z|

DEFINITION
Soit R un réel positif ou nul. On appelle disque ouvert de rayon R, et I'on note Dy(R) I'ensemble

{z, |z| < R} .On appelle disque fermé de rayon R, et I'on note D#(R) I'ensemble {z, |z| <R}. Pour
R =+, Do(R) et D#(R) sont égaux a C.

PROPOSITION
Soit D" anz" une série entiére de domaine de convergence D. Alors il existe R élément de [0,+o0] tel
que : Do(R) = D < D«(R). R s'appelle le rayon de convergence de la série entiére.

Autrement dit, le domaine de convergence est un disque de rayon R, sans qu'on précise davantage si
les points de la frontiére du disque appartiennent ou non a D.

Démonstration 1 :
O SoitR = Sup{|z|, z € D}.

Si z est tel que | z| > R, alors par définition de R, 3 a, z" diverge, ce qui prouve que : D < D(R).
n=0

Si z est tel que |z| < R, alors, par définition de la borne supérieure, il existe un complexe Z tel que

|z| <|Z| < R et tel que Z appartienne & D. Comme Y. a, Z" converge, la suite (a, Z") est bornée (et

tend méme vers 0). Le lemme d'Abel permet de conclure que z appartient aussi a D. Ce qui prouve
que : Do(R) < D.

Démonstration 2 :
Soit R = Sup{| Z|, la suite (a,Z") est bornée}.

Si z est tel que |z| > R, alors par définition de R, la suite (a,z") n'est pas bornée, donc en particulier

ne tend pas vers 0, donc la série )’ a, z" diverge, ce qui prouve que : D < D¢(R).

n=0
Si z est tel que |z| < R, alors, par définition de la borne supérieure, il existe un complexe Z tel que
|z| < |Z| < R et tel que la suite (a,Z") soit bornée. Le lemme d'Abel permet de conclure que z
appartient aussi a D. Ce qui prouve que : Do(R) < D.

3- Détermination pratique
La regle de D'Alembert est d'un usage fréquent pour le calcul du rayon de convergence.
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EXEMPLES :
Q Pour tout réel a, le rayon de convergence de X n* z" vaut 1. En effet, pour z=0 :

(n + l)(x Zn+1

o 5N

n-z

lim
n—oo

=]

donc, si |z| < 1, la série converge, et pour |z| > 1, la série diverge. Donc le rayon de convergence

vaut 1.
. . T |
Q Appliquons le méme critere a la série X — 2",
e"+1 -1 _nt1 e"+1 Zn+1
n+1 L _ |EZ|
n n -
e -1 7" € P
n n
en+1 -1 _ 11
. n+1
Donc lim |————| =]ez]
noo| € -1 7"
n

Donc : si|z| < l, la limite est strictement inférieure a 1 et la série converge
e
si|z] > %, la limite est strictement supérieure a 1 et la série diverge

Donc le rayon de convergence vaut %.

On peut aussi utiliser les criteres usuels de majoration, minoration, éguivalent pour montrer qu'une
série converge ou diverge. En particulier, soit . a, z" et X, b, z" deux séries entiéres de rayons de

convergence respectifs R et R'. Supposons que : 3 N, V¥ n, |a,| < |ba|. Alors, si |z| < R, X b, 2"

converge absolument, donc Y. a, z" aussi. Cela signifie donc que tout point dans Do(R'), disque
ouvert de convergence pour la deuxieme série, est aussi dans le domaine de convergence de la
premiére série, et donc que :

Do(R") < D«(R)
On a donc R > R'. La comparaison des termes des deux séries permet donc d'en déduire une
comparaison des rayons de convergence, utile lorsque a, ou b, n'est pas explicitement connu.

En particulier, soit trois séries 2. a,, 2. by, 2 C, de rayons de convergence respectifs R,, Ry et R, et
telles que, pour tout n (ou méme seulement pour n assez grand), |an| < |ba| <|ca|. Si Ra = R, alors
cette valeur commune est aussi celle de Ry,. En effet, ona Ry > Ry =2 R; = R..

Si les deux suites (a,) et (bn) sont équivalentes quand n tend vers I'infini, alors les deux séries 2. a,
et 2. b, ont méme rayon de convergence. En effet, soit R et R' leur rayon respectif. Pour n assez

b
grand, on a Tn < |an| < |bn|. Puisque X % 2" et X b, 2" ont méme rayon de convergence, c'est aussi
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celui de X a, z". On peut donc commencer par prendre un équivalent du terme général pour le
simplifier par équivalence avant de se lancer dans la recherche du rayon de convergence.

EXEMPLES :
1 aht
Q Soita, = J 1e dt. On cherche le rayon de convergence Rde > a,z". Ona:

+1

0
nt

1 1
Vn,J %dtéanéj e dt

0 0

n_1 e"—1
2n n -

D'apres I'exemple précédent, la série X

et donc, pourn>1, €

IA
QD
=1

IA

e"—1

z" a pour rayon de convergence R' = %. Il en est de

e"—1
2n

méme de la série X z". Par conséquent, ce rayon est le rayon de convergence de X a, z".

2 2
O Quel est le rayon de convergence de . ﬁ X" ? Puisque nn+ 1

~ n, c'est le méme que celui de la

série entiére > nx", & savoir 1.

Le lemme d'Abel peut également servir ; si (a,Z") est bornée, alors R > |Z| Si de plus la série

> a,Z" diverge, alors R = |Z| Le lemme d'Abel prouve également que la convergence est absolue
dans Do(R). Donc si Z est tel que la série > a,Z" est semi-convergente, (i.e. convergente sans étre
absolument convergente) alors R = |Z|.

EXEMPLE :

n n
Q> % a pour rayon de convergence 1, puisque, pour z = 1, (%) est bornée, donc R > 1. Mais pour

z =1, elle diverge, ou encore, pour z = -1, la série ne converge pas absolument, donc R = 1.

4- Convergence normale

PROPOSITION
Soit Y. anz” une série entiére de rayon de convergence R. Alors, pour tout r < R, cette série
converge normalement sur le disque fermé de rayon r.

Démonstration :
0 Pour |z| <1, |az"| < |anr"|, terme général d'une série convergente. Donc ¥ Sup | anz"|

z2eDf(r)
converge.
On notera qu'il peut ne pas y avoir convergence normale sur le disque D(R). Considérer par exemple
o0
la série Y z".
n=0



La proposition precédente s'applique également sur un fermé borné K inclus dans le disque ouvert
de convergence. En effet, la fonction de K dans R, qui a z associe |z| est continue, donc admet un

maximum r strictement inférieur & R (voir le chapitre L2/EVNORME.PDF sur le fait qu'une
fonction définie et continue sur une partie fermée bornée d'un espace vectoriel normeé de dimension
finie, et a valeurs réelles, admet un maximum et un minimum). K est donc inclus dans D«(r), et il y a
bien convergence normale.

Il : Fonction somme d'une série entiére

1- Continuité
PROPOSITION

Soit f:z — > a, z" la fonction définie sur le domaine de convergence D, somme de la série entiére,
n=0

de rayon de convergence R. Alors f est continue sur Dy(R).

Démonstration :

O On applique ici le théoreme de continuité d'une série de fonctions continues convergeant
normalement, et prouvé dans le chapitre L2/SUITEF.PDF. Dans ce chapitre, il sagissait de
fonctions d'une variable réelle a valeurs réelles, mais les mémes théorémes s‘appliquent au cas
complexe, en remplacant la valeur absolue par le module.

Soit z tel que |z| < R. Soit r tel que |z| < r < R. Comme il y a convergence normale sur Ds(r) et que

chaque terme de la série est continu, il en est de méme de la somme. On remarquera que la
continuité sur le domaine de convergence D tout entier n'est pas assurée. Une étude du
comportement de la série sur le cercle de rayon R est menée en fin de ce chapitre.

Voici une conséquence immédiate de la proposition précédente.

PROPOSITION

Soit f(z) = i)an 2" la somme d'une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors f admet un
n=

développement limité a tout ordre en 0.

Démonstration :
W Ona,alordren:

n 0
f2)=2 a2+ Ya 2’
p=0 p=n+1

n 0
— p n p—n
=Y a2 +7" Y ayz
p=0 p=n+1

-

tend vers 0 quand z tend vers O par continuité de cette série entiére



n
=> a,z’ +o(z")
p=0

La réciproque est fausse en géneral. 1l ne suffit pas d'admettre un développement limité a tout ordre
en O pour étre développable en série entiére. C'est ce que nous verrons dans le paragraphe .

2- Dérivée et primitive

PROPOSITION

n+l
Les séries > na,z"* et Y ?]”ZTl, dites respectivement séries dérivées et séries primitives de > a,z",

ont méme rayon de convergence que celle-ci.

Démonstration :
0 Soit R le rayon de convergence de la série initiale, Ry celui de la série dérivée et R, celui de la

série primitive. Soit z tel que |z| < R. Montrons que la série dérivée converge pour ce z. Prenons r

tel que |z| <r<R. Lasérie de terme général a,r" est absolument convergente et l'on a :

n-1
[na.z" <n | £ | anr") !
r r
. anl . . . n anl
or lim n | = 0 donc il existe une constante M majorant les el Le terme général de la
N—>+w

série dérivée est alors majoré par M|anr”|. La série dérivée est donc absolument convergente sur
Do(R). Donc Ry > R.

Soit maintenant z tel que |z| < Rqy. Montrons que la série initiale converge.
|anz"| < |nanz™?| | 7]

La série de terme général na,z" " étant absolument convergente, il en est de méme de la série de
terme général a,z". Donc R > Rg.

La conclusion des deux étapes est R = Rq

n+1
O La série > a,z" étant la série dérivée de la série D ar;‘—

Fponen deduit que Ry =R.

PROPOSITION



o0
Soit f(x) = > a, x" la somme d'une série entiére de rayon de convergence R non nul. Alors, pour
n=0

tout x de I'intervalle ouvert ]- R, R[, f est dérivable et sa derivée est définie par f'(x) = > na, X" *. f
n=1

0 n+l
admet une primitive sur Do(R), la primitive s'annulant en 0 étant définie par F(x) = >, %.
n=0

Démonstration :

0 On se place en x tel que |x| <R, et I'on choisit |a aussi un r tel que |x| <r<R. Il yaconvergence

normale sur ]-r, r[ de la série dérivée. On peut donc appliquer le théoréeme de dérivation terme a
terme des séries (voir le chapitre L2/SUITESF.PDF) sur f, puis sur F.

COROLLAIRE

(i) Une série entiere de rayon de convergence R > 0 est indéfiniment dérivable sur - R, R].

(i) Deux séries entiéres de rayon de convergence non nul sont égales si et seulement si leurs
coefficients sont eégaux.

(iif) Une série entiére de rayon de convergence non nul sont nulle si et seulement si tous ses
coefficients sont nuls.

Démonstration :
Q (i) Puisqu'une série entiére de rayon R est dérivable sur - R, R[ et que sa dérivée est une série
entiére de méme rayon, on peut itérer I'opérateur de dérivation autant de fois que I'on veut.
La réciproque est fausse : il ne suffit pas qu'une fonction soit indéfiniment dérivable pour étre
développable en série entiére (voir le paragrapge IIl). On a seulement les implications suivantes, les
réciproques étant fausses :

f développable en série entiere = f indéfiniment dérivable = f admet un développement
limité a tout ordreen 0

Q (ii) De plus, par récurrence sur k, on a:
fOx) = > n(n—1)...(n — k + )a, x"*
n=k

On en déduit que :
B (0
=T

o0 o0
Par conséquent, si I'on a deux séries entiéres de somme f(z) = > aqz" et g(z) = D bnz" et de rayon
n=0 n=0

non nul, on a, pour tout n :
() (")
an:f 0 _g gO):bn
n! n!
La réciproque est triviale.

Q (iii) Appliquer le (ii) avec g = 0. On constate donc que la propriété vraie pour les polyndmes :
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Viz,Yazr=0=>Vvna=0

n>0

s'applique sous la méme forme aux séries entiéres, mais les démonstrations en sont différentes, le
cas d'une série étant plus difficile a traiter que celui d'une somme finie.

EXEMPLE :

Q Pour toutx € -1, 1[, X x"= Lx (somme d'une série géométrique), donc, par dérivation :
n=0 -

Q Si, au contraire, on prend la primitive s'annulant en 0, on obtient, pour x € ]-1, 1] :

I 0 Xr1+1 ooXn
—In(1—-x) = =) =
( ) ngon+1 ngin

3- Somme de séries entiéres

PROPOSITION

Soient X a,z" et X byz" deux séries entiéres de rayon de convergence respectivement R; et Ry. Alors
Y. (an + by) 2" est une série entiére égale a la somme des deux séries initiales, et de rayon de
convergence R égal a Min(Ry, Ry) si Ry =Ry, et supérieur ou égal & Min(Ry, R;) si R1 = R.

Démonstration :
Q Si z est tel que |z| < Min(Ry,Ry), alors chaque série converge, de méme que leur somme. Ce qui

prouve que R > Min(R1,R). Si R; < R, par exemple, soit z tel que Ry < |z| < Ry. Alors la premiere

série diverge et la seconde converge, donc la somme diverge, ce qui prouve qu'on ne peut avoir
R >R;. Donc R =R;.

Dans le cas ou Ry = Ry, les termes des deux séries peuvent se compenser pour faire converger la
somme au dela de la valeur commune du rayon. On peut donc avoir R > Min(Ry,R;). Prendre par
exemple :

f(z) = X n!'z" de rayon nul et g(z) = > —n!z" de rayon nul. Alors (f + g)(z) = 0 avec un
n=0 n=0
rayon de convergence infini.

4- Produit de séries entiéres

PROPOSITION
Soient Y. a,z" et X bnz" deux séries entiéres de rayon de convergence respectivement R; et Ry. Alors

0 n 0 0
Y (2 aphn p) 2" est la somme d'une série entiére égale au produit de D a, z" par > b, Z", et de
n=0 p=0 n=0 n=0

rayon de convergence R supérieur ou égal au minimum de R; et R,.
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Démonstration :
Q Si z est tel que |z| < Min(R1,Ry,), alors chaque série converge absolument, de méme que leur

produit de Cauchy. Ce qui prouve que R > Min(Ry,Rz). Rappelons en effet que si 2. u, et X v, sont
deux séries absolument convergentes, alors on a (voir le paragraphe série produit dans le chapitre
L2/SERIES.PDF) :

Zun ZVn = Z(Z UpVn-p)
n=0 p=0
Up = a,2" et v, = byz" conduisent a la formule annoncée.

Méme si les rayons sont différents, R peut ne pas étre égal au minimum des deux. Il n'y a pas de

regle particuliére. Prendre par exemple f(z) = >, z" avec Ry = 1 et g(z) = 1 — z avec R, = +oo. Le
n=0

produit vaut fg(z) = 1 avec R = +oo.

EXEMPLES :

U Pour |x| <l,ona) x"= ﬁ On a donc, en prenant, pour tout n, a, =b, =1
n=0 -

e ePITIDIEIED NP MUREIED I

(1-x° 20 a0 n=0 k=0

et I'on retrouve le développement en série entiere de —z obtenu plus haut par dérivation.

(1-x)

U On appelle permutation sans point fixe de I'ensemble [[1, n | une bijection o de [[1, n ]} telle que
V X, 6(X) # X. Soit a, le nombre de permutations sans point fixede [1,n]].Ona:

N (n
vnnl=3 (p)ap
p=0
En effet, il y a n! permutations de [[1, n J], et toute telle permutation peut étre définie par le choix
. - . n
d'une partie de n — p éléments fixes (( p) (p) choix possibles d'une telle partie), puis d'une

permutation sans points fixes sur les p points restants (a, choix possibles d'une telle permutation), p
pouvant varier de 0 a n. Le membre de droite denombre donc les n! permutations selon le procédé
ainsi décrit. La relation s'écrit aussi, en simplifiant par n! :

-y 1 &%
= —p)! p!
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o0

Le membre de droite évoque un produit de Cauchy. De fait, considérons f(x) = >’
n=0

X et

g(x) = Z X—I e* (série exponentielle dont l'expression a été établie dans le chapitre

L2/SERIES.PDF, et dont nous redonnons la preuve plus bas). La série entiere définissant f converge

ann

sur ]-1, 1f car <|x"|. Effectuons sur cet intervalle le produit de Cauchy des deux séries :

0

_ g n_°° n_ 1
W =2 O B ton= 3=

an n_ 1 _ eix _ > n X o n
done 3 =100 = o =15 = 2 Y < 2

On développe le membre de droite par un produit de Cauchy et I'on obtient :

an_ Zﬁ—_lL en particulier, lim 20= Zg_—lL z

p=0 P! n>oh! 5 p!oe
n (1P
= =y &Y
p:O p!

Cette expression a également été prouvée par une autre méthode dans les exercices du chapitre
L1/GROUPSYM.DOC.

n(n
Q Soit (a,) la suite définie paragp =3 etV n>0, amw = D, (k) ank a. Déterminons a,. Pour cela,
k=0

o0
considérons la série entiére f(x) = D, ﬁ” x". On reconnaitra dans la relation de récurrence le terme
n=0 H

général du produit de Cauchy suivant : f'(x) = f(x)°>. On dispose par ailleurs de la condition
f(0) = ap = 3. Plagons-nous dans un voisinage de 0 ou f ne s'annule pas. On a :

f'(x) _
T
d 1 _ 1 _ 1 o
onc - @ =X-— @ =X-— 3 en prenant une primitive de chague membre
donc f(x) = Z 3"
- n=0

donc Vn,a,= 3”+1 n
On aurait pu aussi calculer les premiers termes de la suite pour conjecturer ce résultat, et le montrer
par récurrence. En effet, si a, = 3"* k! jusqu'au rang n, alors :

n n
e @ Bk B = Y @ (n—K)rk1 3™ 3 = (n + 1)1 3

k=0 k=0
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lIl : Développement en séries entiéres

1- Définition
Une fonction f d'une variable complexe est dite développable en série entiéere s'il existe une série
entiére Y. a, z" de rayon R strictement positif, telle que :

VzeDyR),ona:f(z)=> a,z"
n=0

Une fonction f d'une variable réelle est dite développable en série entiére s'il existe une série
entiére Y. a, X" de rayon R strictement positif, tel que :

vVxe]-R R[ona:fx)=> a,x"
n=0

Les développements en séries entieres généralisent par des séries ce que les développements limités
procurent par des polyndmes. Nous avons vu dans le paragraphe Il qu'une condition nécessaire pour
qu'une fonction f d'une variable réelle x soit développable en série entiere est que f soit indéfiniment
dérivable. Et dans ce cas :

(n)
an:f 0
n!

Inversement, soit f indéfiniment dérivable. f est-elle développable en série entiére ? Pour une

Q)
fonction définie sur ]- R, R[, on est amené a considérer la série >. unlgz x". Cette série est dite série

de Taylor associée a f.

Plusieurs cas peuvent se produire :
a) La série de Taylor est convergente et converge simplement vers f sur un intervalle
- R, R[. f est alors développable en série entiére.

b) La série de Taylor est convergente, mais ne converge pas vers f. f n'est pas développable
en série entiére. Voici un exemple' datant de 1823 :
f:-R—>R

exp(— ;12) pour x = 0
0 pourx=0
Il n'est pas difficile de vérifier par récurrence que, pour x non nul, fM(x) = Qn(x)exp(— ;12) ou Q est

une fraction rationnelle en x. Montrons alors que, pour tout n, f"(0) = 0. C'est vrai pour n = 0. Si

(n-1)
c'est vrai au rang n — 1, alors f"(0) est égal & la limite en 0 de f x(X) = Q”X(X) exp(— ;12). Cette limite

est nulle (remplacer au besoin % par X et faire tendre X vers I'infini).

L A. L. Cauchy, Résumés des lecons données & I'Ecole Royale Polytechnique sur le calcul infinitésimal, Imprimerie
Royale, Paris 1823.
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La serie de Taylor associée a f est donc identiquement nulle. Or, en dehors de 0, f est strictement
positive. Ainsi, la série de Taylor est convergente, mais ne converge pas vers f.

c) La série de Taylor est divergente pour x = 0. f n'est pas développable en série entiere. Un
premier exemple? est donné en 1876. Nous donnons en annexe deux exemples, l'un sous forme
d'intégrale dépendant d'un paramétre, l'autre sous forme de série de fonctions. Peano® en 1884 et
Borel* en 1895 ont démontré que, si on se donne une suite réelle ou complexe (a,) quelconque, il
(0

n!
aucune raison de converger. Pour définir une telle fonction f dans le cas ou la série X, a.x" diverge,
on remplace a,x" par a,x"h,(x) ot h, est une fonction C* de la forme suivante :

existe une fonction f C” définie sur R telle que = a,. Bien entendu, la série 2 a,x" n'a alors

nulle en dehors dun intervalle [-an, an], égale & 1 sur un intervalle [, Bn] avec
—adp <—PBn<0<PBp<an Le plateau égal a 1 sur [- Bn, Bn] permet d'affirmer que toutes les dérivées
de ax"hn(x) en 0 sont identiques a celles de a,x" ; en particulier, elles sont toutes nulles, sauf la
dérivée n-eme qui vaudra a,n!. Le fait que h, soit nulle en dehors de [- o, on] permet de limiter la
divergence de la série. Plus précisément, on peut choisir o, et B, de facon que la série X anx"hn(X)
converge normalement, ainsi que toutes les séries dérivées. La fonction obtenue est alors C” et sa
dérivée n-eme en 0 a pour valeur a,n! de sorte que la série de Taylor de la fonction est bien X a.x",
qui rappelons-le, a toutes les possibilités de diverger’.

Les probléemes du type b) ou c) se rencontrent uniquement pour des fonctions de variable réelle.
Pour ces fonctions, il existe parfois un moyen d'étude possible, la formule de Taylor avec reste
intégral :

" (n) X (n+1)
fx) = £(0) + xF ') + 2@ 4y n|0 +J (x-t)“%ﬁldt
). .

2
qui conduit, en majorant l'intégrale, a I'inégalité de Taylor-Lagrange :
270 O) _ M x|
f(x) — f(0) — xf '(0) — x 5 — =X <

nt | (n+1)!

2 P. du Bois-Rémond, Uber den Giiltigkeitsbereich der Taylor'shen Reihenentwickelung, Sitzungsb. k. Bayer. Akad.
Wiss., math.-phys. Klasse (1876) 225-237, ou bien Math. Ann. 21 (1883) 107-119.

* A. Genocchi, G. Peano, Calcolo differenziale e principii di calcolo integrale, Fratelli Bocca, Roma, (1884), N67,
p. XV, https://archive.org/stream/calculodifferen00peangoog#page/n26/mode/2up

* E. Borel, Sur quelques points de la théorie des fonctions, Ann. Sci. I'Ecole Norm. Sup. 12 (1895) 9-55.

% Le lecteur qui souhaitera plus de détails consultera par exemple R. Godement, Analyse Mathématique, t. 11, Springer
(1998, 2003), p.141-144, ou Jacques Lafontaine, Introduction aux variétés différentielles, EDP (2010), p.99 ou le sujet
de concours Centrale 2011 PC, 1ére épreuve de mathématiques.
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ou M, majore |f(”)| sur l'intervalle [0, x]. On prend la limite lorsque n tend vers +oo. Si le majorant

tend vers 0, alors la série de Taylor convergera vers f en x. Des exemples d'utilisation de cette
méthode sont donnés dans le paragraphe suivant.

Sinon, on peut conclure qu'une fonction f est développable en série entiere si elle obtenue comme
somme, produit, dérivée ou primitive de fonctions dont on sait qu'elles sont elles-mémes
développables en série entiére (mais dans ce chapitre, on ne dispose d'aucun théoreme pour le
quotient. Voir le chapitre L3/HOLOMRPH.PDF pour une théorie plus puissante).

Pour cela, il faut disposer d'un certain nombre de fonctions usuelles pour lesquelles on dispose du
développement en série entiére.

2- Développements usuels
Voici les développements des fonctions usuelles en séries entiéres :

Fonctions de type exponentiel

i X sur R 0
0 X2n+1 .
sh(x) = nz:é) @+l sur R (i)
2n+1
sin(x) = z (1) (2n+1)| sur R (iii)
2n
ch(x) = nZ;‘) ) sur R (iv)
cos(x) = Z -1)" (an;l sur R (V)
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Fonctions de type géométrique

ﬁ - ioz sur Do(1) (vi)
ﬁz . g‘inz”‘l sur Do(1) (vii)
T Z) % ( ) npH sur Do(1) (viii)
In(1 +x) = i (_1)"-1’%n sur -1, 1 (%)
Int-x)=- 3 & sur 11, 1] )
arcan() = > (1) 2 sur -4, 1 (xi)
aexn=3 () sur]-1, 1 (i

n=0

ol (ﬁ) _ oo —1)..(a—n+1)

n!

Démonstration : ‘
Q (i) : Sur tout intervalle ]-a, a[, la dérivée n°™ de I'exponentielle est majorée par M = exp(a),
indépendamment de n et de x. L'inégalité de Taylor-Lagrange donne alors :

n+l

Ny |X|
z_
iz k! (n + 1!
°e] n
quantité qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Donc € = Z)ri— pour tout x de ]-a, a[. a étant
n=0

quelconque, cette égalite est vraie pour tout x. Nous verrons plus bas que le développement en série
entiére de I'exponentielle est valide pour tout z complexe.

o Kk
On ne peut manquer de signaler le rapprochement entre les deux expressions e* = Z% et
k=0
= lim (1+ ) (cette derniere égalité pouvant étre prouvée en écrivant que (1 + ﬁ)” =
N—oo

exp(nin(1 + %)). Ce rapprochement provient d'une démarche effectuée par Euler en 1728

précisément pour déterminer une valeur numérique du nombre qui ne s'appelle pas encore e. Il
procéde de la fagon suivante, en respectant le vocabulaire de I'époque. Il prend un entier n
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infiniment grand (sic), de fagon que e* soit infiniment proche de (1+§)n puis effectue un

développement selon la formule du binbme de Newton : \
(1+ ) _1+nn+n(n2 1)52 n(n—1)(n— 2)x n(n—l)(n—2)(n—3)i‘+

n 3! n® 41 n
:1+X+1—iX2+(1—i)(1—2I)X3+(1 i)(1-2i)(1 - 3i) W+
2 3! 41
avec i = % infiniment petit, "de sorte que” 12 est infiniment proche de 1 K_IXM de 5
2 3 4
(1-nd 4?')(1 31) de - etc... et finalement (1 + —) est infiniment proche de 1 + x + X? + % + %

.. On ne peut aulourd hui plus appliquer aussi simplement la méthode d'Euler en raison de
I'éclaircissement nécessaire a apporter aux points de suspension, difficulté passée sous silence par
Euler.

Q (ii) et (iv) : sh(x) et ch(x) sont les parties paires et impaires de I'exponentielle.

D (iii) et (v) : sin(x) et cos(x) ont leur dérivées n“™ majorées par 1 sur R, indépendamment de n et
x. Comme pour lI'exponentielle, I'inégalité de Taylor-Lagrange permet de conclure.

1 n+l

—Z Le membre de droite admet une limite, —— 1 SI et seulement si

Qi):l+z+2+. +2"==—"—
(vi) z+12 z 1 5

2] < 1.

Q (vii) s'obtient en dérivant la formule (iv). Nous admettrons qu'il est possible de dériver une
fraction rationnelle et une série entiere par rapport a la variable complexe z comme on le fait pour
une variable réelle. Si I'on a des scrupules, on peut aussi dériver la somme finie avant de passer a la
limite. Pour tout z différent de 1 :

n n+1
k_1l-12

k;)Z 12

L n+1)z" 1-72" 1
donc Zkzkl:—(l_z) i )Zdellmlteﬂsﬂ 7| < 1.
Indiquons que I'égalité précédente donne ausi :

1 Zn+1 1

(2—1)Z(n+1 Kz +n+1= —1
ce qui fournit les curieuses égalités suivantes pour z=10,etn=1, 2, 3... :

9x1+2=11

9x12+3=111

9x123+4=1111
9x1234+5=11111
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Q1 (viii) s'obtient par récurrence, en dérivant successivement les formules (vi), (vii),... Elle est vraie
pour p =1etp=2. Sielle est vraie pour p, alors, en dérivant, on obtient :

T z( Jo-prnz

AN

T a7 glp-1

-5(3)e

On peut mémoriser facilement cette formule en remarquant que les coefficients que I'on somme sont
ceux d'une colonne du triangle de Pascal, (alors que les lignes donnent les coefficients du bindbme de
Newton) :

1
11
1 21
133 1
1 46 4 1
1 510 10 5 1
1 615 20 15 6 1 > 1+2)°
1 721 3 3 21 7 1
1 828 56 70 56 28 8 1
1 936 84126126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

\’

1

-2

O (x) s'obtient en intégrant (vi) pour x réel et (ix) en changeant x en —x. On remarquera en outre

an

que, pour x élément de [0, 1] (y compris en 1), la série >, (-1) est alternée, avec une

n=1

n

n
décroissance de la suite (XF)nGN. La différence entre la somme partielle > (-1)“* X
k=1

" et la somme

totale est donc majorée par le premier terme négligé. On a ainsi :

n+1
X < 1
n+1 n+1

v x e [0, 1], |In(1 +X) — i (—1)“"?k <
k=1

n k
= sup  |Inl+x) - ()X <
x e [0,1] =t k| n+l



n
n-1 X

On a donc ici un exemple de série > (-1) Y qui converge uniformément vers In(1 + x) sur [0, 1],
n=1

o] n o0
alors qu'elle ne converge pas normalement (puisque > || (-1)™* X o = 2. 1 diverge). Convergeant

n=1 n n=1M

uniformément vers [0, 1], la somme de la série est continue sur [0, 1] et I'on a donc I'égalité avec
In(1 + x) sur [0, 1] et pas seulement sur [0, 1[. En particulier, pour x=1,0na:

) n-1
in@) =

n=1

dont nous avons déja donné plusieurs démonstrations dans le chapitre L2/SERIES.PDF. Une
derniére démonstration est donnée dans le paragraphe Comportement sur le cercle de convergence
du présent chapitre.

O (xi) s'obtient en intégrant (vi) pour z = x° réel. Comme pour In(1 + x), la formule

© 2n+1
arctan(x) = > (-1)" ZX— est valable y compris en 1, de sorte que :
n=0 n + 1
n_y ()"
4 H2n+1l

(formule découverte par Madhava, mathématicien indien de la région de Kerala vers 1400, puis
indépendamment, par Gregory et Leibniz au XVIléme).

Q-(xii) Cette série s'appelle série du bindbme de Newton. On prend o non entier positif, sinon la
formule n'est que le développement polynomial d'une puissance entiére de 1 + x avec le bindme de
Newton. Nous en donnons quatre démonstrations. La premiére utilise l'inégalité de Taylor-
Lagrange, la deuxiéme montre comment utiliser une série entiére pour résoudre une équation
différentielle, la troisieme montre réciproquement comment utiliser une équation différentielle pour
trouver la somme d'une série entiére, la quatrieme est une démonstration historique due a Cauchy.

Pour n =0, (ﬁ) = 1, comme on a I'habitude de le faire pour un produit vide, et comme on le fait

pour n! ou x".

Démonstration 1 :
a) Le rayon de convergence de la série est égal a 1. Le critére de D'Alembert donne :

(n . 1) X
(%)

- (04 . . .
Donc la série 3 (n) x" converge si |x| < 1 et diverge si |x| > 1, et le rayon de convergence vaut 1.

X (a.—n)
+1

qui tend vers |x| quand n tend vers oo.

b) La formule de Taylor avec reste integral conduit a :
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(1+x)°‘:1+ocx+l—20°0‘2 Dy yoa=l) n(lo‘ n+1),n

(x(o(, 1) (0(. n)j (1+t)0c (n+1) (X t) dt

c) Soit x tel que |x| <1, il suffit maintenant de montrer que le reste intégral tend vers O lorsque n
tend vers I'infini. On obtiendra alors la série du binéme de Newton. Ce reste, en valeur absolue, peut

s'écrire :
oo — 1) (o — n)f (1+t)a1(x+tt) dtl =

Rn(X)

La fonction t —»> )1(—:& est une fonction homographique monotone, variant de x a 0 lorsque t varie de

0 & x. Sa valeur absolue est donc majorée par ||.

oo —1)...(c. ) Jx(l =[x dt
0

n!

D'ou : Ry(x) < (on a gardé la valeur absolue autour de

I'intégrale dans le cas ou x < 0)

OL(OL 1)...(o— n)
nl

X" L@+ % -1
ol

e 12}';'(“_ I |x|" tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini, car clest le terme général d'une

série convergente, comme on le vérifiera facilement en utilisant le critere de D'Alembert. Donc le
reste intégral tend bien vers 0.
Démonstration 2 :

Considérons la fonction y(x) = (1 + ) On a alors y' = ol + x)** = 1—Of|_)/—x et y(0) = 1.

Réciproquement, si on considere I'équation différentielle y' = 1_0-LI-LX sur ]-1, oo[, on trouve comme

solutions les fonctions A(1 + x)*. La constante A est donnée par la valeur y(0). De sorte que :

- OL!
y=(1+x"< 1+x
y(0)=1
Cherchons donc les séries entiéres Y. a, X" solutions de cette équation différentielle. La condition
n=0

y(0) = 1 donne ag = 1. Ecrivons 1’équation différentielle sous la forme (1 + X)y' = ay. On obtient :

o0 o0
(L+x) Y na, x"*=a) a,x"
n=1 n=0

-20 -



o0 o0 o0
=  Ynax"'+Ynax"=ad ax"
n=1 n=1 n=0

o o0 o
= Y (n+Dap X"+ X nap xX"=a) ap X"
n=0 n=0 n=0

en changeant d'indice dans la premiére série
= v n, (n+1)an +na, = aa,

car deux séries entieres sont égales si et seulement si leurs termes sont égaux

o—n

n+1
On vérifiera par récurrence que la suite (a,) verifiant ces conditions est précisément définie par

an = (ﬁ) = o 1)"6(? —n+ 1). Du fait de I'unicité de la solution, on a donc :

= an+1 = an

=3 (‘r’]‘) X"

n=0

Démonstration 3 :

: _ & (a) a o _a(a—l)...(a—n+1)_a—n+1( o )
Soit g(x)-n;)(n)x.On a, pourn>0,(nj— oy = . n_1)ou

encore :
n(ﬁ) =(o—n+ 1)(n ? 1)

= i n(ﬁ)x” =X i n(ﬁ)x”l = xg'(x) d'une part

=> (a—n+ 1)(n ? 1)x” d'autre part

n=1

=> (a— n)(ﬁ)x’”l en rebaptisant les indicesn —1 — n
n=0

S a S ([
n=0 n n=0 n

= oxg(X) - X°g'(x)
= xg'(x) = axg(x) - Xg'(x)
= g'(x) = ag(x) — xg'(x) pour x non nul, mais les fonctions étant continues, la relation reste
vraieenx =0

= g1 +x)-ag(x)=0 (*)
On peut alors résoudre I’équation différentielle en tenant compte du fait que g(0) = 1, ou bien
encore considérer h(x) = X =. Onaen effet :
(1+x)
' o o1
h'(x) = g+ X)(ll?(?z(;()(l X 0 d'aprés la relation (*)
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Donc h est constante, égale a h(0) = 1, donc g(x) = (1 + x)*.

Démonstration 4 :
Cette derniére démonstration est plus compliquée que les précédentes, mais présente l'intérét
historique d'étre due & Cauchy lui-méme®. Comme dans la démonstration 1, on montre que la série

0

converge Si |x| < 1. Posons maintenant ¢(a)) = D’ ((:) X", x étant provisoirement fixé entre —1 et 1.
n=0
Autrement dit, on considere la série comme fonction de o et non plus de x. ¢ est une fonction
continue de a.. En effet, si a varie dans un intervalle [ a, a], alors :
ofoe—1)...(a—n+1) n W a(a+ D..a+n-1) |X|n

n! n!

a@+1)..(a+n-1)
n!

D'Alembert par exemple). ¢(o)) converge donc normalement sur [— a, a] et est donc continue sur [—
a, a]. a étant quelconque, ¢ est continue sur R..

Considerons maintenant deux nombres o et et effectuons le produit de Cauchy de ¢(a) par o(B)
(les séries convergeant absolument) :

e()o(B) = (é(ﬁ) X") (nioo(ﬁ) X") = gé(t)(nﬁk) o

avec |x|” terme général d'une série convergente (appliquer le critere de

Or Z( )(n B k) (a B) En effet, cette égalité est vérifiée pour toute valeur entiere positive de

a et B (on dénombre de deux fagons différentes le nombre de parties a n éléments dans un ensemble
a o + P éléments, en prenant k éléments dans la partie a, et n —k dans la partie ). On a donc :

VaeN,VpeN, Z( j(nﬁk) (a:Bj

Or les deux membres de I'égalité sont des fonctions polynomiales de o. Ces deux fonctions
polyndmes étant égales pour toute valeur entiere positive de o sont égales pour toute valeur réelle de
a (deux polyndmes qui coincident sur tous les entiers positifs sont égaux. Pourquoi ? Revoir au
besoin le chapitre L1/POLYNOME.PDF). On a donc :

‘v’aeR,VBEN'é(ﬁj(an):(a:Bj

On regarde maintenant les deux membres comme deux fonctions polynomiales de 3. Etant égales
pour toute valeur entiére positive de B, elles sont égales pour toute valeur réelle. Ainsi :

VaeR,VBeR, Z( )(nﬁk) (a:Bj

Il en résulte que :

® Cauchy, Analyse algébrique, cours d'analyse de I'Ecole Royale Polytechnique, (1821), rééd. Jacques Gabay (1989),
164-166.
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P()o(B) = ZO( 0 ) X" = oo+ B)
n=|

Or cette relation fonctionnelle, avec ¢ continue, caractérise les applications de la forme a. — C%, ou

C est la valeur de ¢ en 1, comme cela est démontré dans le paragraphe Equations fonctionnelles du

chapitre L1/FONCTION.PDF.

® (1 .
On a donc ¢(a) = Z(ﬁ) x"=C"avec C=g(1) = Z(n)xn =1+x. Ainsi:
n=0 n=0

5 (¢ )e=an

n=0

EXEMPLES :
Q Soit f(x) = sin(x) x M. Cette fonction est développable en série entiére et le rayon de

\/1+x

convergence est 1. En effet, In(1 + x) et

\/11_ sont développables en séries entiéres de rayon de
+X
convergence égal a 1, donc leur produit aussi avec un rayon supérieur ou égal a 1. sin(x) est

développable en série entiere de rayon de convergence infini. Donc le produit sin(x) x M\/%) est

+X
développable en série entiére avec un rayon de convergence supérieur ou égal a 1. Puisque f(x) tend
vers l'infini quand x tend vers — 1, f(—1) ne peut étre égal a une série convergente, donc le rayon de
convergence est égal a 1. L'expression explicite de la série entiére de f est compliqué. C'est le
1

\J1+X

produit de Cauchy des séries des trois fonctions sin(x), In(1 + x) et

1

N

O arcsin(x) est développable en série entiére sur -1, 1[. En effet, sa dérivée vaut = (1-x%)*

avec o = — % donnant une fonction qui est développable en série entiére sur cet intervalle. On a :
1,, 3, /1
o (1[92 0 (__)(__)---(__n)
L =S oeyp=n 222 apy
1-x° n=0 n=0 n!

- OO1><3><...><(2I'1—1) 2n _ - 1x3x..x(2n—-1) 2n
rga 2"n! X n;‘, 2><4><...><(2n) X

donc, compte tenu du fait qu'arcsin(x) est la primitive s'annulant en 0 de cette fonction :

- 1x3x..x(2n—-1) X
2 7
h=0 2" n! 2n+1

arcsin(x) =

On peut exprimer le terme général de la série avec des factorielles en multipliant le numérateur par
les termes pairs manquant 2 x 4 x ... x (2n) :

-23-



2n 1 X2n+1 0 1 2n X2I"I+1
arcsin(x) = Z 22(” (gl) T %4—
n=

Euler’ s'est servi de ce développement pour en déduire la valeur de la somme Y —12 Pour cela, il a
n=1

P 1 arcsi : : 1 gl
considéré l'intégrale arcsin(x) dx qui, d'une part vaut% [arcsm(x)2] = % et d'autre part :
0

\ll—x2
0
J arcsin(x) 4. _j 1 3><...><(2n—1) !

\/ v 2" n! 2n+14/1 - x2

_z 1x3x..x(2n-1) X
0 2x4x..x(2n) 2n+1j «’1 )(2

Le lecteur consultera le chapitre Suites et séries de fonctions pour y trouver un théoreme a appliquer
justifiant qu'on puisse permuter les symboles de sommation et d'intégration.

L 1 g2+l 12 . . .
Pour tout n, l'integrale J dx = Jﬁ sin®™(0) dO est une intégrale de Wallis et vaut
0 0

N

(Pour son calcul, on intégre par parties pour obtenir une relation de récurrence.

2 x4 x...x(2n)
3x5x..x(2n+1)
Voir le chapitre L2/SERIES.PDF pour plus de détails). Donc :

1arcsmgx)dx_z x3x..x(2n-1) 1 2 x4 x..x(2n)
8 \/1 X2 0 2x4x..x(2n) 2n+13x5x..x(2n+1)

_ 1
Z o(2n + 1)2

Euler conclut en remarquant que :

& 1 1_31 1_31 &1 31 131_33%1
n=0(2n+1) nimpairﬁz ng‘iﬁz npairﬁz ng‘iﬁz ngll(zn) ngllHz 4raﬁz 4n§:152
21_43 1 4r*_n°

n == L =

done 22 32Ny 38 6

O A linverse, il n'est pas toujours possible d'exprimer une série entiere a l'aide de fonctions

0 n ) n-1
usuelles. Ainsi en est-il de > %z Sa série dérivée est Y| L égal a — In 12 Z pour z réel compris
n=1 n=1

z —_ -
entre — 1 et 1, de sorte que la somme de la série initiale vautj M%zdt (fonction

’ Euler, Opera Omnia, Ser. |, Vol 14, pp. 177-186, [E63 : Démonstration de la somme de cette suite 1 + 1/4 + 1/9 +
1/16 + ...]. https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works/63/
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dilogarithme). Mais il n'existe pas de primitive de — M%) sous forme de fonctions élémentaires.

Les séries entieres permettent donc de définir de nouvelles fonctions.

3- Comportement sur le cercle de convergence

Intéressons-nous maintenant au comportement de la série entiére en un point du cercle frontiére du
disque de convergence, et que nous appelons ici cercle de convergence méme s'il n'est pas dit que la
série entiére converge en tout point de ce cercle. Par changement de variable au moyen d'une
similitude, et pour simplifier les notations, on peut se ramener au cas ou le rayon de convergence
vaut 1 et ou le point du cercle que I'on considére est 1. On considére donc une série entiére X a, X"

de somme f(x) = > a, X" pour x € ]-1, 1[. On se pose deux questions :
n=0

si > a, converge et si on pose L = D’ a,, a-t-on limf(x) =L?

n=0 x<1

si lim f(x) = L' existe, 2. a, est-elle convergente et a-t-on L' = Z;,) an?
x<1 n=

Le théoréme ci-dessous montre que la réponse est positive pour la premiere question, mais est plus
délicate pour la seconde.

THEOREME
Soit Y a, X" une série entiére de rayon de convergence 1, et soit f la somme de cette série.

(i) Si X a, converge et si on pose L = >’ a,, alors lim f(x) = L (Theéoreme d'Abel)
n=0

x<1

(i) Si Jim f(x) = L' existe et si la suite (a,) est positive, alors > a, est convergente et

x<1

Démonstration :
D (i) : La conclusion est directe si . |a,| converge, car alors la série de fonctions 3 a, z" converge

normalement sur D¢(1), donc, la somme f est continue sur D¢(1) et en particulier sur [0, 1]. On a
alors :

L=f(1)=3 an
n=0
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Mais Y. a, peut converger sans converger absolument. Montrons alors que X a,X" converge

o0
uniformément sur [0, 1]. Il en résultera que la fonction x € [0, 1] — > a, X" sera continue sur
n=0

[0, 1], et donc que Jim () = f(1) = > a, = L.
n=0

x<1
o0
Puisque Y. a, est supposée converger, on peut considérer, pour tout n, le reste R, = > ay de la série.
k=n+1

La suite (R,) tend vers 0 quand n tend vers l'infini, donc elle est bornée, donc X R, x" converge. On
a par ailleurs a, = Rp.1 — Rp. Soit € > 0, et soit N tel que : V k>N, | Rk| < ¢ (convergence de la suite
vers 0). Pour tout n > N, on a, pour tout x € [0, 1] :

kz‘, ak Xk = kz (kal - Rk) Xk
=n =N
- K~ k
= :E: Ry X" — :E: Ry x
k=n k=n
k=n-1 k=n

0 o0
=R X"+ R X = 3R XK
k=n k=n

= Rt X" =Y R x¥(1 - x)
k=n
= 3 a x| <|Rpa| + 2 |Ri| X(1 = x) compte tenu du fait que x" < 1
k=n k=n

<eg+e Y x(1-X)
k=n

<g+eX
y compris pour X = 1, pour lequel on peut majorer 0 par 1
<2¢
On a montré que :

Ve>0,3N,vn>N, Sup |D acx|<2e
xe[0,1] [k=n

ce qui est bien la définition de la convergence uniforme de la série . a, x".
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Q (ii) : Puisque, pour toutn, a,>0,0na:

n 0
v vxel0 1] Y ax <Y a, x"=f(x)

k=0 n=0
n - n k "
donc Vn, k;)ak:;gq Zakx <lim f(x) = L'

x<1l ™~ x<1

n
La suite (D_ ax) des sommes partielles est croissante majorée par L' donc converge vers une limite
k=0

> ay inférieure ou égale a L. Ainsi, > a, <L
n=0 n=0

Par conséquent, pour x e [0, 1[, f(x) = >_a, X" < >_a, < L' et on fait tendre x vers 1. On obtient
n=0 n=0

alors :

lim f(x) =L'< %an <L

x<1

donc limf(x)=L'=} a,
n=0

x<1
EXEMPLES :

0 n-1 n-1
O Onavuque In(l +x) = Zﬁ_—lnL x" pour tout X € ]-1, 1[. Comme la série alternée X ﬁ_—lnL
n=1

0 n-1
converge, d'apres le (i), la formule reste vraie pour x =1 et In(2) = >’ K_—lnL
n=1

o0 n n
De méme, V x e ]-1, 1[, arctan(x) = > L) gy C1) converge, donc :
n=02nh+1 2n+1

°e) n
% =arctan(l) = 3 L)

n:O 2n + 1

O Dans le cas du (i), il y a continuité de la fonction x — > a, x" sur ]-1, 1], mais il n'a pas été
n=0

o0
prouvé que la somme z — Y a, z" est continue sur Do(1) U {1}. Cette conclusion peut étre fausse si
n=0

on fait tendre z vers 1 sur une trajectoire tangente en 1 au cercle de rayon 1. On a seulement prouvé
la continuité selon un rayon du disque.
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Q Dans le (ii), si f(x) tend vers l'infini quand x tend vers 1, alors Y_ a, = +oo. En effet, les a, étant
n=0

positifs ou nuls, ou bien > a, converge ou bien X a, diverge vers +co. Mais, d'aprés le (i), la

convergence de Y. a, est exclue sinon f admettrait une limite finie quand x tend vers 1.

o N

Ainsi, pour a, = % n>1 ona ZXF = — In(1 — x) pour tout x e ]-1, 1[. Comme

n=1
XIi_r)nl— In(1 — x) = +o0, on en conclut que . % diverge, ce qui donne une nieme démonstration de la
divergence de la série harmonique.
O Le (ii) est utilisé dans le paragraphe sur les fonctions génératrices du chapitre L2/PROBA2.PDF.

Q Dans le (ii), la conclusion peut étre fausse si les a, changent de signe. Ainsi, pour a, = (-1)", on
a, pourx e ]-1,1[:

) = éan X = é ()" = %

1+x

avec lim f(x) = 1, alors que 2. a, diverge.
x—1 2

O L'exemple précédent montre que le (ii) peut servir de procédé de sommation pour des séries
divergentes (méthode de sommation d'Abel, évoqué dans I'annexe Historique du chapitre
L2/SERIES.PDF). La sommation d'Abel d'une série > a, consiste a définir sa somme S comme

o0
7 7 - n
étant égale a |im Z_: an X"
x<1 n=0

Ainsi, le (i) montre que, si 2. a, converge, alors le procédé de sommation d'Abel donne la méme

o0
valeur a Y_ a, que le procédé de sommation usuel passant par les limites des sommes partielles.
n=0
L'exemple précédent montre que la sommation d'Abel attribue a la série divergente Y. (-1)" la
1
somme =.
2

n+1

De méme, pour X (1)~ n, la somme attribuée est :

lm il(l)ml nx"= >I<HH X %(é (71)n+1 X"

x<1 M= x<1
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Pour ¥ (-1)™* n? onaura:

qu( )™ n?x" =] @X—(Z( )™ nx")
x<1

x<1 n=1
_ d x
"X”1 dx (T +x)?
_ 1-x
RS ERR

Si on poursuit le calcul, la sommation d'Abel donne les valeurs ZETTI adY ()™ n™ m=>1,oules
n=1
premiéres valeurs de la suite (Ep,) sont :
1,0,-2,0,16,0,-272, 0, 7936, 0, —353792, 0, 22368256, 0, —-1903757312, O, ...
Il se trouve que les En, interviennent aussi dans le développement en série entiére de la fonction
tangente hyperbolique th (on trouvera les premiers termes de ce développement en effectuant le
quotient du développement limité de sh par celui de ch) :

th(z):iﬁzm:z L20° 177 622 13827, 218447  9295697'°
=pl 3715 315 2835 155025 6081075 638512875

et de fait :
1_
1!
2 2_1
31 3
16_2
51 15
212 17
71~ 315
7936 _ 62
91 2835
353792 _ 1382
111~ 155925

etc. Nous laissons au lecteur intéressé le soin de trouver un lien entre ces deux questions. ©

0(215)

4- Exponentielle complexe
Toutes les fonctions decrites au I11-2) par des séries entiéres sur R, peuvent étre étendues a C. C'est
en particulier le cas de I'exponentielle.

DEFINITION

n

o0
On pose, pour z complexe e” = > %
n=0 -

Cette série, ayant un rayon de convergence infini, est définie pour tout z complexe. A noter qu'en
premiére année, on définit I'exponentielle complexe comme étant :
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e’ = &Y = e¥(cos(y) + isin(y))
Nous allons donc montrer que les deux définitions coincident. L'intérét de définir I'exponentielle par
une serie entiere permet d'unifier les deux exponentielles, réelle ou complexe, sous une définition
unique. (A noter que le mathématicien Landau fut chassé de l'université de Gottingen par les nazis
en 1934 sous prétexte d'avoir présenté I'exponentielle de cette facon a ses étudiants).

PROPOSITION o
Pour tout z et z' complexes, on a : e = e’¢”.

Démonstration :
QOna:

(produit de Cauchy des deux séries)

On reconnait un développement bindmial.
_ i (Z + Z-)n
n=0 n!

— [t7
=e

En particulier, si z =X + iy, avec x et y réels, on a e = ¢ = g*eV et :
. 0 i AN 0 2n 0 2n+1
ely: M: _1n_L+i _1H_L
nzz(:) n! n;) 1) (2n)! % 1) (2n+1)!
= cos(y) + isin(y)
On peut également vérifier que la dérivée de I'exponentielle est bien I'exponentielle.

Annexe 1 : Exemples de série de Taylor divergente

1- Sous forme d'intégrale dépendant d'un paramétre
e—t
1+xt

Dans les exercices du chapitre L2/SUITESF.PDF, on a montré que la fonction f: x —>J
0
est C” sur [0, +oo[ et que son développement limité a droite de O est, pour tout n :
n
f(x) = 3 (1) k! X* + o(x")
k=0

La fonction h : x — f(x®) est aussi C” sur [0, +oo[ comme composée de fonctions C” et son
développement limité a droite de 0 est, pour tout n :
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n
h(x) = f(x3) = 3 (<1)* k! x* + o(x")
k=0
En particulier, hg®(0) = (-1)* k! x (2k)! et hs®**Y(0) = 0 pour tout k (ot I'indice d indique qu'on

prend les dérivées a droite de 0).
h étant paire, h est aussi C” sur o, 0] et son développement limité a gauche de 0 est aussi :

n
h(x) = f(x?) = X (1) k! x* + o(x")
k=0
Donc les dérivées a gauche de 0 de h vérifient aussi :
v k>0, hy®(0) = (-1)* k! x (2k)! et h&*D(0) = 0
Les dérivées a droite de 0 étant égales aux dérivées a gauche, h est dérivable a tout ordre en 0. Donc
h est C* sur R.

o0
Mais h n'est pas développable en série entiére car ce développement serait > (=1)" n! x*", or ce
n=0

développement diverge pour tout x = 0.

2- Sous forme de série de fonctions

© 2
Soitf(x) = 3 MSZM
n=0

os(n X)
2"

< % donc la série f est normalement convergente sur R.

O Convergence de f:

O Continuité de f : la série étant normalement convergente et chaque terme étant continu, la somme
est continue.

O Dérivabilité de f :
La série dérivée est Z M qui est elle-méme normalement convergente sur R. Elle est
n=0

donc égale a la dérivée de f. Plus généralement :

f(Zk)(X) - z ( 1)k COS n X

et f(2k+1)(X) — i (71)k+1 n4k+2 SII’](HZX)
n=0 2n
les séries étant toujours normalement convergentes. On a donc :
0) =Y (1) T ” + et f%9(0) =0

n_

Ainsi, f est indéfiniment dérivable sur R.
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O Cependant, nous allons voir que sa série de Taylor associée est divergente. Le terme général de
® 7 VK
cette série est U%& Ona:

k!
f(2k)(0) XZk _ i ﬂ |X|2k
(2Kk)! =0 2| (2K)!
2k
(29 1] _
_22'k_ (2k)| pour n 2k

RO < 2
_—ZZWcar( ) ( )

> |X|2kk2k

Ce terme tend vers +oo pour x non nul quand k tend vers +c. La série initiale n'est donc absolument
convergente pour aucune valeur de x non nulle. Le rayon de convergence est nul.

Annexe 2 : Une formule sur © découverte en 1995
En 1995, Bailey, Borwein et Plouffe découvrirent la formule suivante® :

nzii(“_Z_l_l)
16" 8n+1 8n+4 8n+5 8n+6

Ce qui est remarquable, c'est que la preuve de cette formule est a la portée d'un étudiant de
deuxiéme année d'enseignement supérieur, et qu'elle aurait pu étre découverte depuis longtemps.
Précisons également qu'elle permet de calculer un chiffre de = d'un rang donné en base 16 sans avoir
a calculer les chiffres qui précédent, chose qu'on ne sait pas faire en base 10. On connaissait ainsi,
en 2000, le 40 mille millardieme chiffre binaire de = (un 0 suivi de
000011111001111111110011011100011101).

Pour prouver la formule, il suffit de calculer la somme d'une série entiére de la forme :

0 1 X8n+p ] ] o
f(x) = —— ——— p entier strictement positif

61/8

dont le rayon de convergence est 167° > 1. On prendraensuite x =1etp=1,4,50u6.0Ona:

. E 1 gwp1_ X1 _16xP?
fr )= —x&mrl= = tf(0) =0
®) ,;16”)( 1 X 16— et(0)
16

X 1
16 t** 16 t**

0 0

1
2 1 ( 4 2 1 1 \_ 4-28-t'—¢°
- ,;016”(8n+18n+48n+58n+6)‘16J T
0

8 D. Bailey, P. Borwein, S. Plouffe, On the rapid computation of various polylogarithmic constants, 66:218,
Mathematics of Computation, (1997), 903-913.
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avec 4-— m P (t— 1)+ 2)(E + 2t +2)
et 16 _—a —2)(tP + 2)(t2 + 2t + 2)(P — 2t + 2)
1

& 1 ( 4 2 1 1 )_ t—1
- E%HW&n+l8n+48n+58n+J_16J m—zxﬁ—m+2)m
0

1
_ t t-2
_4J‘€2 t2—2t+2dt
0

1
[ In|t?-2| - In|t —2t—2| +arctan(t—1)}

-7

Annexe 3 : Les nombres Catalan

Cette annexe montre une application des séries entiéres & un probléme de dénombrement. Le n°™
nombre de Catalan dénombre les fagons de parenthéser sans ambiguité le produit non associatif de
n termes (par exemple le produit vectoriel de n vecteurs) ou bien le nombre d'arbres binaires ayant n
feuilles. L'identité entre parenthésage et arbre binaire est classique. Par exemple, pour n = 4, on
associe a chaque parenthésage un arbre binaire :

(ab)(cd) est associé a
‘ : 2 ld]

((ab)c)d est associé a

d_
c_
a| [b]
|
(a(bc))d est associé a |3 |
b
a
d_
b [c

a((bc)d) est associé a

a
a(b(cd)) est associé a b |
c| [d]

Si a, est le n°™ nombre de Catalan, onaa; = 1,a; = 1, a3 = 2, a4 = 5, .... On dispose de la relation
de récurrence :
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n-1
VN>2 a,= ) adnk
k=1

n
=> a@nx Sionposeag=0

k=0
En effet, en partant de la racine, on crée un arbre a n feuilles en dessinant une branche a gauche
suivie d'un arbre a k feuilles (il y a ay tels arbres), et une branche a droite suivie d'un arbre a n —k
feuilles (il y a an « tels arbres), k pouvant varier de 1 a n — 1. Ou encore, on commence par définir un
parenthesage de n termes X, ..., X, en commencant par (Xi...Xx)(Xk+1...Xn) pour un certain k entre 1 et
n — 1, avant de poursuivre le parenthésage sur Xj..xx (ax possibilités) et sur Xy1..Xn (anx
possibilités).

o0
Posons alors f(x) = > a,x". La relation de récurrence sur les a, évoque un produit de Cauchy.
n=0

Considérons alors f(x)° :

o N

o N 00
)= Y akankX"= Y Y akank X" = X an X" = f(x) - x
n=0 k=0 n=2 k=0 n=2

d'otl f(x)?> — f(x) + x = 0. On résout I'équation du second degré et on garde la seule solution qui
sannuleenx =0:

) = 1—3[21—4x

(o)
2(2n-1)

On pourrait objecter qu'au moment ou I'on effectue le produit de Cauchy, on ignore si la série
converge absolument. On léve cette objection par une réciprogue, en remarquant que si on prend :

()

2(2n—-1)

En développant f en série entiere, on trouvera a, =

f(x) = > a, x" avec a, =
n=1
alors  f(x) = b@
donc  f(x)*—f(x) +x=0
n
et en remontant le calcul, la suite (a,) est telle que ap=0,a; =1et vV n>2, a,= D a an, relation

m

qui définissent les valeurs de a, de maniere unique, donc a, = 202n-1)

est bien l'expression

cherchée.
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Annexe 4 : Convolution

Soit a = (a,) une suite. La série entiére > a, X" s'appelle fonction génératrice de la suite. Cette
n=0

notion ne présente d'intérét que si la série converge. Elle est utilisée par exemple en probabilités
comme on le voit dans le chapitre L2/PROBAZ2.PDF. (En cas de divergence, une variante consiste a

utiliser la fonction génératrice exponentielle Z% x" qui a un rayon de convergence supérieur a la
n=0 -
o0

premiére série). Notons T(a) la fonction x = >’ a, x". Si a = (a,) et b = (b,) sont deux suites, la suite
n=0

n
obtenue par convolution de a par b est la suite ¢ = (c,) avec ¢, = D akbn «.On note cette suite
k=0

c =a=*b. Le produit de Cauchy de deux séries entieres donne le résultat remarquable suivant :
T(a*b)=T(a)T(b)

Ainsi, la transformation T qui change une suite en une fonction, change également le produit de

convolution en un produit normal.

La notion de convolution posséde plusieurs définitions possibles et intervient dans bien des
domaines.

e L'automatisme
Considérons un systeme dont la sortie y peut étre modifiée par une commande u (ou entrée).

commande sortie
u . y
— systéeme —_—

Par exemple, le systeme est une voiture, la commande est la pression exercée sur le frein, la sortie
est la vitesse du véhicule. Considérons une modélisation particulierement simple ou la valeur de la
sortie y a un instant x donné dépend des valeurs données a la commande dans le temps qui a précédé
X. Pour chaque t > 0, la valeur de u(x — t), commande donnée a un moment ayant précédé x d'une
durée t, aura une influence sur la valeur de y(x). Cette influence est déterminée par un coefficient
multiplicatif h(t). On suppose le systeme linéaire de sorte que toutes les entrées vont s'ajouter pour
déterminer la sortie. Il s'agit donc de faire la somme des u(x — t)h(t). Cette somme peut faire
intervenir un nombre fini d'instants. Mais le plus souvent, on sera amené a effectuer une sommation
sous forme d'intégrale.

y(x) = J " U(x = h(t) dt = J “ U(th(x —t) dt
0 —o0
On peut rendre I'écriture plus symétrique, compte tenu du fait que h(t) est nul pour t < 0 (pour des
raisons de causalité, la sortie ne peut dépendre d'une commande ultérieure).

y(x) = J ™ U(x — Hh(t) dt = J 7 U(Hh(x— 1) dt

—00
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On a défini ci-dessus le produit de convolution de u par h, de sorte que :

y=u=*h
u, h ety jouent ici le role des suites a, b, c. Le terme h peut étre tres général : une fonction, comme
ci-dessus, mais aussi ce qu'on appelle une distribution, comme une distribution de Dirac, c'est a dire
une impulsion ponctuelle en un instant donné. La distribution de Dirac &, est telle que la notation

J u(t) 8, dt est par définition égale a u(a), et que j+ u(x —t) 8, dt est donc égal a u(x — a).

—00 —00

Autrement dit, la sortie y a l'instant x est purement et simplement égale a la commande u a un
moment ayant précéde x d'une durée a. On peut aussi faire une somme, voire une série d'impulsions

o0
de Dirac. Un peigne de Dirac, par exemple, de la forme >_ 8, consiste définir une sortie comme
n=1

somme d'impulsions d'une commande a des intervalles réguliers : y(x) = >_ u(x — n). On retombe
n=1

alors sur la notion de série.

Il existe alors des transformations T modifiant le produit de convolution en un produit usuel.
\oyons-en quelques-unes.

e La transformée de Fourier
La transformée de Fourier fait I'objet du chapitre L3/TFOURIER.PDF.

Pour u intégrable sur R, posons T(u) la fonction x — JOO u(t) e™ dt. Si u est un signal de

commande, T(u) peut s'interpréter comme la part que prend une onde de pulsation x dans le signal u.
Il s'agit en fait de densité d'onde, mais peu importe. On montre alors que T(u * h) = T(u)T(h). Cette

formule s'interpréte de la facon suivante : lI'amplitude de I'onde de pulsation x dans le signal de
sortie y = u = h est égal au produit de I'amplitude de cette onde dans le signal de commande,

multiplié par I'amplitude de la méme onde dans le facteur h.

Dans le cas ou h est une distribution de Dirac 3, par exemple, on a:
y(x) = (u* 8a)(x) = u(x —a)
= Ty = J "y e dt= J Ut —a) e ™ dt

= J " u) e gy par changement de variables
=u " J " u(v) e ™ dv

= U T(U)(x) = (T(U)T(82))(X) puisque T(8:)(X) = J " 5. M dt = g

Plus généralement :

() = J Ty edt= J ’ ( J T uh(-v) dv] e ™ ot
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= (" J ~ u(W)h(t - v)e ™ dvdt = J ) J * u(v)e ™ h(t — v)e ™ ddt

—00 —00

= (” ( J ’ h(t—v)eix(t")dt} u(v)e ™ dv = J ’ ( J ’ h(w)eiXdej u(v)e v

—o0 — —00

= (7 T()x) u)e dv = T(h)X) J “uv)e dv = T(h)(x) T(U)(X)

= T(y) = T(h)'I_'(u).

(.

o Les séries de Fourier
Les séries de Fourier font I'objet du chapitre L3/FOURIER.PDF.
1

Pour f 2n-périodique, on définit les coefficients de Fourier cy(f) = o Jn f(t)e ™ dt. Posons
T

—T
T(f) = (cn)nez. ON peut considérer ces coefficients comme une version discréte de la transformée de

Fourier. ca(f) correspond & I'amplitude de I'onde €™ dans le signal f. Par une démonstration
comparable a la précédente, on montre que T(u * h) = T(u)T(h), avec ici :

(U *h)(x) =i J " uHh(x—1) dt.

—T

e Latransformeée de Laplace
La transformation de Laplace fait I'objet du chapitre L3/LAPLACE.PDF.

T(u) est ici la fonction z —» Jw u(t) e ™ du, ol z est un réel strictement (ou complexe a partie réelle
0

positive). On pourrait noter Jw u(t) e du en considérant que l'instant 0 est I'instant ou le systéme

—00

démarre et que toutes les fonctions (commande, sortie) étaient nulles avant 0. Si z était imaginaire
pur, on retrouverait la transformée de Fourier, mais la transformée de Laplace peut s'appliquer a des
fonctions non intégrables pour laquelle la transformation de Fourier n'est pas définie. On montre la

aussi que T(u=h) = T(u)T(h), avec ici (u = h)(x) = un(t)h(x — t) dt compte tenu du fait que les
0

fonctions sont nulles pour une variable négative. Le quotient T(h) = % s'appelle ici fonction de

transfert. On note alors Y =T(y), U = T(u) et H = T(h), d'ou H(z) = EJ(% sous une forme plus

usuelle.

L'intérét de cette transformation est donc de permettre un calcul extrémement rapide de Y a partir de
U et H, ou un calcul rapide de H a partir de Y et U par simple produit ou quotient. Des tables
permettent alors de remonter aux fonctions y ou h initiales, et par exemple de déterminer h
connaissant y et u, ce qui serait extrémement difficile directement.

De méme, dans I'annexe 3 avions-nous a trouver une suite a = (a) vérifiant :
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n
=0, ag=1, etVn>2 a,=> aan«
k=0

soita=a=*a+u, ou u est la suite (0,1,0,0,0,...). L'application de la transformation T pour les suites

conduit & I'équation du second degré T(a) = T(a)? + T(u) et c'est bien ainsi dailleurs que nous avons
déterminé la suite a.
Ou encore, pour dénombrer le nombre a, de permutations sans points fixe de [[ 1, n J], nous avons

en fait écrit que (1) = (%) * (%), ou (1) désigne la suite constante égale a 1. L'application de la
transformation T a conduit a I'égalité T((1)) = T((%)) T((%)). Le fait que T((1)) et T((#)) étaient

calculables nous a permis de déterminer T((%)) puis d'en déduire I'expression de %.

Les analogies rencontrées sont donc les suivantes :

Objets Convolution Transformation
Série entiére suite a = (a) (@a*b)(n) = kz ax bnx T(@)(2) = i a, 2"
=0 n=0
Transformée de | (Fxa)(9= [ fOg-0dt | TOK= [ () e™dt
Fourier fonction f sur R
fonction f 27t- _1 (" _ _1 (" —int
Série de Fourier périodique (o)) = ZnJ f(0) g =) T(OO) 27 J flhye "dt
Transformee de _ | o= [0 ak-0d | TOO=[“foed
Laplace fonction fsur R
0 0
avec, dans chaque cas, T(f x g) = T(f)T(g)
Exercices
1- Enoncés

Exo.1) Quel est le rayon de convergence R des séries Y. a, z" suivantes ? On ne demande pas de
calculer la somme de la série.

| ..
a) a, = n%nni b) a, = somme des diviseurs de n
n
c) an = J t" et dt d) a, = n"™
0
e) a”:nA-% f)an:cos(m/n2+n+2)

Exo0.2) Quel est le rayon de convergence et la somme des séries suivantes ?

0 2 0 n
n n n 2nm, X
a) r;) 1 X b) nZi(—l) cos(—3 )—n
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2n—1 2

n(n+1) )Z(n+1)l

)Z

1

o0 1 n
1+=+...+=
e)ngi( 2 n)x

Exo0.3) Pour t différent de 0 modulo = et |x| < 1, donner le développement en série entiere des

fonctions de x suivantes :
1
x* — 2xcos(t) + 1
1-x°
X* — 2xcos(t) + 1
c) X — In(1 — 2xcos(t) + x°)

a) X —

b) x —>

Exo.4) Soit A reel tel que |k| < 1. Soit f une fonction dérivable sur R telle que : V x, f'(x) = f(Ax).

Montrer que f est de classe C”, puis que f est développable en série entiere. Donner son
développement.

Ex0.5) Montrer que, pour tout entier k > 1, il existe un réel C tel que :

C
VXE]—l, 1[d—XZR(l+X)k 1/2:mm

Exo0.6) Donner le développement en série entiére des fonctions suivantes. On exprimera le terme

- - - 2n
géneral de la série au moyen du coefficient ( N )
1 1 1 1

1
a)\/1+x’\/1—x’\/1—4X’\/1+><2’\/1—><2

b) arcsin(x), argsh(x)

C) a\r/cls|£<2 . Pour cette derniére fonction, on cherchera une équation différentielle linéaire du
—X

premier ordre qu'elle vérifie et on cherchera les séries entiéres solutions de cette équation
différentielle. Procéder de méme pour la fonction argsh(x :

\/1 + X2
Plusieurs de ces développements seront utiles, voire indispensables, pour certains exercices qui
suivent, et qui seront signalés par le symbole ©.

Z  135.(2n-1)
% 100.200.300....(100n)

Ex0.7) © a) Montrer que \/E = % (Euler, 1755), avec la convention

1.35..(2n— 1)
100.200.300....(100n)

=1 pour n = 0 (produit vide).
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2 2 Q2 2 a2 g2
b)MontrerqueE:1+ 1~ 1°x 3 + 1°x3°x5

3 4x6 4x6x8x10 4x6x8x10x12x 14
Japon, 1739)

+ ... (Matsunaga,

_ 33 “ 1.3.5..(2n— 1) 1
= + 92 _
¢) Montrer que & 1 2-6 n;) 24.6..01) @n¥DEn I (Newton), avec la
. 135.(2n-1) _ _ o
convention 2.4.6..2) 1 pour n = 0 (produit vide).

n _ n
d) Montrer que, pour tout n, Z(Zkk)(zﬂ ikj = 4", Montrer que la série Z(_ln) (Zn“j
k=0 - 4

< (=D)" 2n - - .
converge et donner la valeur de S= ). 2 Un ) Quel est le terme général de la série produit de
n=0

S x S ? Cette série produit converge-t-elle ?

Ex0.8) © On considere un pendule simple de longueur | dans un champ de pesanteur uniforme g.
On repére la position du pendule par I'angle 6 entre le pendule et la position d'équilibre stable. On
note 6, I'amplitude maximale d'oscillation.

do

0,
a) Montrer que la période d'oscillation du pendule est T = 2 \/EJ ° .
9, \/ sin"‘(%) —sin’())

b) On pose y:sin(%). Effectuer dans lintégrale T le changement de variable

sin(g) = ysin(o).
1

N

de T en série entiére relativement a y. Donner un développement limité de T a l'ordre de 2 par

()

4n

c) Utiliser le développement en série entiére de

pour en déduire un développement

n/2
rapport a 6o. On admettra que J sin?"(p) do = g (intégrale de Wallis, calculée dans le

0
chapitre L2/SERIES.PDF, ou bien plus loin dans cette section d'exercices).

d) Que vaut T pour 6p == ?

0 n

Ex0.9) © ? On pose f(x) = D X_
n:O(an
n
a) Calculer f(x), en distinguant x > 0 et x < 0.

b) En déduire Y L et > 1
n=1

] ”(Znnj - ”Z(Znnj

X" pour x € [0, 4[.
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¢) En déduire les valeurs de Y Z > 1 > - ainsi que la formule de
G J S S
n

n n n

Takebe Kenko (Japon - 1722) :

n+1 (n|)2
4 n=0 (2n + 2)'

d) De méme, traiter le cas ou x € ]- 4, O[ et donner les valeurs de Z( 1)° Z (&

" O(Znnj ”(Znnj

S Sl

”(Znn)nl(nj

/.
Ex0.10) © On considére la fonction f: x € -1, 1[ — ’ ; do
1 —xsin(0)
a) Calculer f(x) et montrer que qu'on peut I'exprimer sous la forme :
f(x) = arcsm(x)

2\/1 X° A1-x

b) Montrer que f est développable en série entiére et préciser son développement.
/2
c) En déduire J sin"(t) dt pour tout n.

0

Exo.11) © a) Quel est le rayon de convergence de la série entiére Z % X" ?

b) Montrer que, pour tout t réel, on a:

_ ot & 246.2n 2 )"
arctan() = 7 23 on+ ) (tz " 1)

c) Montrer que —==5 arctan( ) +2 arctan( )

d) En déduire que Z=>" u, + 3 v, avec :

4 n=0 n=0
7 237 _ on 2 on 144
Uo =15 &Vo= 3158 Un =507 700 U & V0 = 50+ 1 100000 v

o0
e) Majorer u, par une suite géométrique. En déduire quelle valeur donner a n pour que >’ up
p=n+1
soit inférieur & 10°*. Procéder de méme avec v,. Utiliser un logiciel de programmation permettant
le calcul en multi-précision (par exemple Python muni du module mpmath, Maple, Mathematica,
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Sagemath, ...) pour en déduire une valeur approchée de % 4107 prés. Euler® a utilisé cette méthode

en 1755 pour calculer 20 décimales de .

Exo.12) Soient n et p deux entiers positifs ou nuls. Soit A, le nombre de chemins allant de (0, 0) a
(n, p) en utilisant uniquement les déplacements selon les vecteurs (1, 0), (0,1) ou (2,1). On
convient que Ag = 1.

a) Trouver une relation de récurrence entre les An, permettant de les calculer récursivement.
Quelles valeurs donner a Ang et Agp ?

b) Pour tout p > 0, on pose Gy(X) = Y AnpX". Trouver une relation entre G, et Gy 1. En
n=0

deduire Gy.

c) En déduire une expression de Ayp.
Signalons qu'il est possible de montrer que la suite (An,) intervient dans le calcul de = selon la
formule suivante :

< ™ _, ;.1 1,16 4 1 1
2 (N + 1) Ann Anvine 6 34 3145 4551 6601 38341

T =
mais la marge de ce chapitre est trop étroite pour pouvoir en contenir la démonstration.

n

o0
XX admet un développement en série entiére >_ b, X de
e - 1 n:O n!

Ex0.13) On admet que la fonction x —

rayon de convergence R strictement positif.

a) Au moyen d'un produit de Cauchy, trouver une relation de récurrence entre les by, faisant
intervenir les coefficients binomiaux. Les b, s'appellent nombres de Bernoulli.

b) Donner les valeurs de bg, by, by, bs, bs.

c) Calculer de deux facons différentes le coefficient de x*** dans le développement en série
(n+1)X_ - - . ey
entierede x(1 +e* +e® + ... +e™) =x %, ol n et k sont deux entiers positifs ou nuls. Vérifier

qu'il s'agit d'un polynéme en n de degré k + 1.
d) Donner les expressions de 1 + 22+ ... +n? 1+ 2+ .. +n® 1+ 2*+ .. +n*.

Exo0.14) Soient n et p deux entiers strictement positifs. On se propose de calculer le nombre
d'applications surjectivesde [[1, pJ] dans[[1,n]].

a) Combien y a-t-il d'applicationsde [[1,p]] dans[[1,n]] ?

b) On note o(p, n) le nombre d'applications surjectives de [[1, p J] sur [[ 1, n ]| . Expliquer

pourquoi n® =’ (E) o(p, k).

k=1

e} p o0
c) Pour chaque p, on considere les séries entiéres f(z) = Z% "etg(2) = 29@;"—”2 z".
n=11l: n=1 -

Montrer que ces deux séries convergent pour tout z.

% Lennart Bergrenn, Jonathan Borwein, Peter Borwein, Pi, a source book, Springer (2000), p.296, p.320.
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d) Utiliser b) pour en déduire une relation entre f(z) et g(2).

n
e) En déduire que o(p, n) = Y. (E) (1) KP.
k=1

Ex0.15) On appelle partition de [[ 1, n ] un ensemble de parties disjointes non vides dont la
réunion est [[1, n J] . Par exemple, {{1}, {2}, {3, 4}} est une partition de [[1, 4 J|. On note a, le
nombre de partitions de [[1, n J]. On a par exemple a; = 1, a, = 2, a3 = 5. On conviendra que ao = 1.
Les a, s'appellent nombres de Bell.

n(n
a) Montrer que, pour tout n, @y« = D (k) a.
k=0

(e}

b) Soit f la fonction définie par : V x, f(x) = Z% x". On admettra que le rayon de
n=0"'-

convergence de la série est strictement positif. Trouvez une équation différentielle vérifiée par f et

en déduire son expression.

o N

c) En déduire que a, = % ZW (formule de Dobinski), étrange égalité ou un probleme de

dénombrement fini conduit a une expression sous forme de série.

Ex0.16) Soit I'équation différentielle 3(x* + x)y" + (8x + 3)y' + 2y = 0. Chercher une solution y(x)
développable en série entiére. Reconnaitre la fonction ainsi trouvée.

Ex0.17) Considérons un condensateur constitué de deux disques circulaires et paralleles reliés a un
générateur extérieur fournissant une tension alternative de pulsation w. Il se crée alors un champ
électrique variable entre les deux plateaux, mais également un champ magnétique. En négligeant les
effets de bord et en tenant compte de la symétrie du systeme, le champ E et le champ B sont
fonctions de la distance r a I'axe du condensateur et du temps t.

>

Introduisons l'intensité du champ électrique et du champ magnétique sous la forme complexe
E(r)e™" et B(r)e"'. Compte tenu des équations de Maxwell Rot(E) = — % et % = ¢ Rot(B), on

obtient le systeme différentiel suivant :
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% = ioB(r) L)

i0E(r) = ¢ (%Q s ﬂrﬂ) @)

On pose E(0) = Eq et B(0) = 0 (valeurs des champs sur lI'axe du condensateur). Chercher des
solutions a ce systeme différentiel sous forme de séries entiéres de r.

2- Solutions
Sol.1) a) Le critere de D'Alembert conduit a :

A z (2n+2)(2n + )n"
nIE)noo anz n—r>noo (n+1)n+2 |Z|
= lim 4
s (n 1) g
= lim 4(1+ ) 7|
N—o0
= lim 4exp(-nin(L + ) ||
n—o0 n
=41
(5]

donc X a, " converge absolument si g |z| < 1 et diverge si g |z| > 1, donc R = %.
n

byl<a,<> k= Mn;_l) doncR=1car z"et X M%l) z" ont pour rayon de convergence 1.
k=1

o + . .
Pour calculer le rayon de convergence de la série 2. an_l) 2", il est plus rapide de remarquer que

c'est, au facteur % prés, la série dérivée seconde de Y. z™* dont le rayon de convergence est 1, plutot

que d'utiliser le critere de D'Alembert.

1 1 n 1 n 1 1 n Zn
c) = t'dt<a, < t" dt donc <ap < Comme les séries ont
)ej ! J en+1)~ " " n+1 Z(+1) zn+1
0

toutes deux pour rayon de convergence 1, il en est de méme de la série Y a, z"
d) La série X a, 2" diverge pour z=1, donc R < 1.

2
L0 qr 1[ alors 0 < a, 1" = "0 MO < pn o

Par ailleurs, si0O <r < 1letsionprendr =

assez grand. Comme Y. r" converge, il en est de méme de ¥ a, r" et donc de 3 a, 2" pour |z| <.
Donc R >r pourtoutr<1,doncR >1.
AyantalafoisR<letR>1,onaR=1.

On aurait pu aussi appliquer le critéere de D'alembert en vérifiant que lim % =1
N—o0 dn

e)a,~—-=doncR=1car yZa pour rayon de convergence 1.

G C

[, .1 1,7
f) a, = cos(nn 1+n+—2)_cos(nn(1+%+8—nz+o(—2))-cos(nn+2+ +o( ))
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= (1™ sin(CE + 0@) ~ (1) X

doncR=1car Y (-1)™* ;—2 z" a pour rayon de convergence 1.

2
~n et que X nx" a pour rayon de convergence 1.

Sol.2) a) Le rayon de convergence vaut 1 car - n

+1
i n’ x”zi(n—1+ L ) X"
n=0n+1 n=0 n+1
0 [°e] 0 n
=>nx' -2 X X
&R A

n
b) Le rayon de convergence vaut 1 car, pour |x| <1, ‘(—1)n cos(zg—n)xﬁ < |x|", terme général d'une

n
série convergente, et pour |x| > 1, la suite ((-1)" cos(zﬂ) XF) ne tend pas vers 0 (considérer la suite

3
d'indice n=0 mod 3).

o n
Soit f(x) = > (-1)" cos(Z%) XF pourx € -1, 1[,on a:
n=1

F1(x) = il (-1)" cos (2% X"

=Re(D> (-1)" exp(zr%) i) on reconnait une série géométrique
n=1

exp(ELl)
2im )
1+ exp(?)x
expG)(1 + exp(- 25
= Re(- > )
1+ 2cos(?n)x + X

= Re(-

21
=)+
cos(3) X

1+ 2cos(23—n)x + X

1 1-2x
21—x+X

Donc f est la primitive s'annulant en 0 de x —» % %2 donc f(x) = f% In(1 - x + x%).
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n

z
n(n + 1)

Zn
ou HZ)'

c) Le rayon de convergence vaut 1 (e ramener a une série X

0 n+l

- _ s T |
Considérons f(x) = ngln(n D) Ona f'(x) = nz::lx =T x donc (en terant compte des valeurs des
fonctions en x =0), f'(x) =— In(1 — x) et f(x) = (1 — x) In(1L —x) + x.
(1 —x%) In(1 —x%) + X2

X’ '
d) Le rayon de convergence est infini (au moyen du critére de D'Alembert par exemple).

La série demandée a pour somme f())((g) =

2 n? v Z(n+1)n (+1)+1.n

n=0(n + 1)' - n=0 (n + 1)'
'nl(n—l)' %n' Zn+1)'
zxex_ex+e—1

o0 n o0
e) Reconnaitre le produit de Cauchy de ZXF x D X' =~ Mll_—xxl Le rayon de convergence est donc
n=1 n=0 -

supérieur ou égal a 1, mais par ailleurs ne dépasse pas 1 car la série diverge pour x = 1.

1 1 _ 1 1 1
Sol-3)a) X* — 2xcos(t) + 1 (e't X)(e"—x)  2isin(t) (e -x e" —x)
_ 1 1
“sin® e —x
1 eit

== Im
sin()  1—xe"

1 i(n+1)t ,n
Im e X
i sin(t) Z

= sin((n + 1)t) .n
- X
=0 sin(t)

b) On fait le produit du développement en série entiére précédente par 1 — X :

1-—x° _ zsm((n + 1)8) o Z sin((n + 1)t) »

X“—2xcos(t)+1 S sin(t) 2 sin(t)
RPRNAES (L3S LB

=—1+2 > cos(nt) x"
n=0

ou bien directement :
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1-x° 1 1

=1+ +
x* — 2xcos(t) + 1 e Tk
1
=_1+
1+2Re(r——)

_—1+2Rede“

n=0

=—1+2 > cos(nt) x"
n=0
Une autre démonstration est donnée dans les propriétés des polynémes de Tchebychev, présentées
dans le chapitre L2/POLORTHO.PDF.
c) In(x* — 2xcos(t) + 1) a pour dérivée par rapport a x la fonction x — 22X_2005(t) .
X — 2xcos(t) + 1

Cette

derniere fonction se développe, d'apres le a) en :

B sin((n + 1)t) . sin((n + 1)t) S |n(§n+1) ) 0
(2x — 2cos(t)) nz_é) Sin(® nZE) Sin(® -2 n%cos(t) Sin(®

sin(nt ) sin((n + 2)t) + sin(nt) W1
Z 1 sin(t) nZ;,) sin(t)

en changeant d'indice dans la premiére série et en utilisant la formule
2cos(a)sin(b) = sin(b + a) + sin(b — a) dans la deuxieme.

Z sin(nt ) Z sin((n + 2)t }

5 sin(t) =0 sin(t)

Z sin(nt) — sin((n + 2)t) W

n=0 Sm(t)

=2 i cos((n + 1)t) X"
n=0

en utilisant la formule sin(a) — sin(b) = 2003(a * b)sm(a?b)

Donc, en prenant une primitive terme & terme de cette série, et compte tenu que,
In(x? — 2xcos(t) + 1) s'annulant en 0, le terme constant de son développement en série entiére est nul,
on obtient :

In(x — 2xcos(t) + 1) = - 2 Zcos((n+1)t) X" = zzwsn

Sol.4) Vérifier par récurrence que, pour tout n, f est de classe C" et f(x) = L1201 £ "x).
Il en résulte que £M(0) = A" £(0). Soit R > 0. Si on applique I'inégalité de Taylor-Lagrange sur
[- R, R] (voir le chapitre LI/DLTAYLOR.PDF),ona:
) _f(0) ... Q) X| nAn+1-Jfﬂjii—
n! B (n+1)!
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Or, pour tout R, My, est majoré par le sup de | f| sur [-R, R], indépendamment de n. Donc la limite

est nulle quand n tend vers +oo et f est bien développable en série entiere sur tout intervalle [- R, R],
donc le rayon de convergence étant infini. On a alors :

© (n)( ) 0 n
n=0 n! n=0 n!

Sol.5) Ona (1 + x?)* Y2 = z (k——)(k——) (k—n+%)x2”

=]
donc :
2k
diﬁ(ux)k V2 z my (k——)(k——) (k- n+—) 2n(2n —1)(2n — 2)...(2n — 2k + 1) x2"%
- z k-Hu-3). . cn+den+20@n+2k-1)..2n+ 1) ¥
(n+k)| 2 2 2
par changement d'indice
Par ailleurs :
EAYAR o 4y 2N
mk—m nZé)n,(k )(k )(k n+)x

Si on compare les termes genéraux d'ordre n des deux séries, le nombre de facteurs négatifs dans
chacun des termes est le méme, égal & n, donc les deux termes ont le méme signe. Prenons-les donc
en valeur absolue. Si, dans la premiere série, on factorise les facteurs de
(2n +2K)(2n + 2k —1)...(2n + 1) chacun par 2, on obtient 2% en facteur, les facteurs pairs

pour donner % Les termes impairs

deviendront (n + k)...(n + 1) qui se simplifiera avec

1
(n +K)!

deviendront les k facteurs (n +%)(n +g)...(n + k—%) qui sont multipliés par (en valeur absolue)

(k—%)(k g ; % g .(n —%). Le résultat est a comparer avec les n facteurs (en valeur absolue) du

terme de la deuxiéme série (k + %)(k + g)...(n +k— %). On retrouve ces n derniers facteurs du terme

de la deuxiéme série parmi les facteurs du terme de la premiére série et il reste en facteur :
C = 2% ((k— %)(k _ %)...%)2 = (2k — 1)%(2k — 3)?...3%.12

Sol.6) a) Pour x € ]-1, 1],

1+X n=0
nl1.3.5... 2n 1 x n1.3.5...(2n - 1)
‘Z(l) ! Z(_) 2.4.6...(2n)
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=3 (v 0

a2

donc :

n135..2n—1) \n_ X"
1+x r%( 2 2.4.6..(2n) nZO( by ( )

1 $1.35..(20—-1) o _ i(Zn) X"
l—X n=0 2.4.6.. (2n) n=0 n

1 _w(an 11
= X ourx e |—
1—4x % n P ] 44[

1 &, wl35.@n-1) n_&, n(znjx_m
e oY 2a6mm X Y )T

1 1.35..(2n—1) on _ i(anX_Zﬂ
1-x> a0 24.6..(2n) Zin ) g

B

Ms

b) arcsin(x) (respectivement argsh(x)) est la primitive s'annulant en 0 de

(respectivement

1
\ll—x2

). Donc :

1
\/1+x2

. : 0 ZnJ X2n+1
arcsin(x) = n%( n ) Fan T 1)

2n+1

argsh(x) = z( 1)" ( jm

La ressemblance des deux développement en série entiére conduit a une curieuse constatation. Pour

arcsin(yx) _
x €0 1f \x nZ;‘)Zn+l

x € ]-1, 0] ? On vérifiera que c'est ﬂgiﬂ/‘_@. Ainsi, le "bon" prolongement de %@ sur
—X X

]-1, 0] n'est pas %7_@ comme on pourrait hativement le penser (le prolongement n'est pas
—X
dérivable en 0), mais ﬂgiﬂ/‘_@. L'apparition de fonctions trigonométriques hyperboliques aux
—X

cotés de fonctions trigonométriques circulaires n'est pas rare (revoir au besoin le chapitre
L1/FONCTUSU.PDF). D'autres exemples apparaitront dans les exercices qui suivent.

¢) Si f(x) = AN Hjors fi(x) = —L, + XAICSING) 1 X gy

NS 1-x° (1-x9 1-x° 1-x

Ou encore :

2n
( ) g Quelle est l'expression de cette série entiere pour
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(1—x2) f'(x) = 1 + xf(x)

o0
Cherchons f(x) sous la forme 3 a, x*™*

n=0

(en remarquant que f est impaire). On obtient :
1-x) > @n+1a, x¥" =1+ a, x¥*"?
n=0 n=0

= S @n+1a, "= > @n+1Da, x*™ =1+ > a1 x*"
n=0 n=0 n=1

=N Y@n+1Da X" =Y @2n-1an 1 X" =1+ > ap 1 X"
n=0 n=1 n=1

La comparaison des termes constants donne ap = 1, et celle des termes de degré 2n > 2 donne la
relation :
@2n+Da,—-(2n—-1)a,1=an1
2n

= an = dn_
n mn+1 n-1

2.4..(2n) _ 4
1.3..(2n +1) (2n+ 1)(2nn)

Comme on a trouvé qu'une seule solution, c'est nécessairement f :

d'ou, par récurrence sur n, a, =

Ainsi :
arclsin(x):i 4" — 2
\[ —X n=0
(2n + 1)( N )
Si on procéde au méme type de calcul pour f(x) = argsh(x) - > by x*™ on trouvera

\V1+Xx n=0

respectivement :

) — L _xargshgx;: 1 X
P =17% L+x)7 71+ T+ ¥

(1 +x%) f'(x) = 1 — xf(x)

(1+x3) > @2n+ )b, x"=1- b, x*"™?
n=0 n=0

= bp=letvn>1 (2n+ b, +(2n-1)b,1=-Dby1
_ _ 2n
= bo—letvn21,bn—_2n+1bn71
n
PN v n, bn - (_1)n 24(2”) - (_1)n 4
1.3..(2n +1) 2n
(2n+1) N
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argsh(x) _ < (-1)"4"  onu1

VIHE g, o2 X

donc

REMARQUE : Si on cherche le développement en série entiere de arcsin(x) par produit de Cauchy

N

1 , on obtient la relation non triviale suivante entre les

1-x
coefficients des deux développements :
2k \(2n — 2k 4"
e ) o e
24 2k +1 n-k
( ) 2n + 1)(2nn)

de celui de arcsin(x) et de celui de

Sol.7) a) On rappelle que, pour x € ]-1, 1[ (voir précédemment) :

1.35.2n-1) 0 _ (20X
\/—X ZO 246..(20) ‘%(n)m‘

Prendre x = % dans I'égalité ci-dessus. On obtient :

5\/5 $135.(n-1) 1 _< 135.@2n-1)

= o 2" 50" n! ;= 100.200.300....(100n)

b) Le membre de droite vaut

2 12x P x. x(2n-17>_ & (2n)!? 2 1 (Zn) 1
+ = =
1 nZl 4x6x...x (40 + 2) ,1%24”n!2(2n+1)! “on+1 47

. 0 2n 2n+1 . L. )
Or on a vu que arcsin(x) = Y. 1 ( ) X — sur ]-1, 1[. On obtient la série cherchée en prenant
mo2n+1\nJj 4

© 2nj 1 _ 1T
Z ( yak 2 arcsm(2) =3

. e _ & 135..(n-1) X2
| f(x) = .
c) Considérons la série entiére f(x) n;) 246.20) @n+2)@n+5)

de convergence vaut 1 (par exemple avec le critere de D'Alembert). On a:

| — < 135(2n—1) X2n+4 _ 2 ® 135(2n_1) X2n+2 _
o0 =2, 246.2n) 2n+2 2 24620 2n+2 X 9W

On Vérifiera que son rayon

_ < 135..(2n-1) x*"?
avec g(x) = n; 24.6..(2n) 2n+2
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o 246 (2n) 1—x
d'apres le développement en serie entiére de 11
—X
donc g(x)=1- \/1 X primitive de g' s'annulanten x =0
donc f'(x) =x2—x*[1—x°
X
donc f(x) = J ?—t?A[1-tfdt fsannulanten 0
0
1.35..(2n-1) 1 - 2_ 21—
donc zo o e o816 Ly sj £ _@~1-2dt
0
_acl e . 2 2 _ e
=8 (ﬁ—J sin“(6)cos“(0) do) en posant t = sin(0)
0

= % — ZJ e sin%(20) do
0

1 n/6
=3" J 1 —cos(46) do
0

_1 @ sin(2n/3) —l_E+l@
3 6 4 3 6 8
donc n—i+2 62135 (2n—1) L

& 2.4.6..(2n) (2n+2)(2n + 5)4™
d) Si on considere les deux membres comme les coefficients d'une série entiére, on a, pour le
1 2n — 2k

& o 11, w”(ij( )n :
membre de droite, %4 X' = T X €] 2 4[, et a gauche n;g% Kk \ n_k )X quiestun

. . . & (2n :
produit de Cauchy correspondant au carré de la série entiere Z( N ) x" dont on a vu qu'elle valait
n=0

1 g 1 1
. On a bien =
N 1-4x ~J1_dx ~I1—4x

développement en série entiére.

donc il y a bien égalité entre les coefficients de leur

Pour montrer la convergence de X K—L( j on applique le critére de Leibniz des séries alternées

2n . - o
> (-1)" un, avec u, = %( ) Il s'agit de vérifier que (u,) décroit et tend vers 0 :

Ut — (2N +2)2n+1) _ 4n® + 6n + 2 _
Un 4(n+1) T 4n°+8n+4"

ot _ (2n)"e?"/4nn

4" n’" e 2rn

en utilisant la formule de Stirling n! ~ n"e™™/2zn (voir L2/SERIES.PDF)

<1
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~ 1

7n
La tentative d'utiliser le critéere de D'Alembert échoue, mais permet de prouver que la suite (un)
décroit. La tentative de montrer que la seérie converge absolument échoue également, mais permet de
montrer que la suite (uy,) tend vers 0.

On a vu que Z -1)" ( )4n pour X € ]-1, 1[. Comme cette derniére serie converge pour

V_

x =1, le théoréme d'Abel permet de conclure que :

. 1 1
S=lim 1 ( ) lim
x—1 nz;‘)( y A ST+ x \/5

1) &2k 2n -2k
Le produit de Cauchy de S x S est la série X, w, avec w, = %L k;)( K )( 2_ K ) = (-1)". On

constate que la série produit est divergente. Mais Euler lui attribuait néanmoins la valeur % résultat

parfaitement cohérent avec la valeur S = L trouvee précédemment.

N

Sol.8) a) Le principe de conservation de I'énergie (somme de I'énergie cinétique et de I'énergie
potentielle) permet d'énoncer que

% 1 % + gl(cos(6y) — cos(0)) = 0 avec 0 = %—? vitesse angulaire
%= 3'9 (cos(6) — cos(6o)) = ilg (sinz(%) _ sinz(g))
= 0= ‘(jj_? =2 \/%1 \/sinz(%) - sinz(%) pour la partie ascendante du mouvement

On a donc dt = 1

i e
: g\/sinz(%)—sinz(g)

jusqu'a © = g est :

e[
2NOJ \/sinz(%)sinz(g)

La période d'une oscillation compléte est égale a 4 fois cette durée, d'ou le résultat.

La durée de cette partie ascendante, depuis 6 =0

b) ¢ variede 0 & g quand 6 varie de 0 & 6p. On a par ailleurs :

% cos(g) do =y cos(p) do

cos(g) =1 7% sin’(o) car cos(g) >0 pour 0 € [0, 0]

donc db = 2y cos(g) do

\J1 -2 sin(g)
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puis \/ sinz(%) - sinz(g) =\ — 7 sin’(g) = y cos(g)
donc T=4 \/1 __do
g ; 1—v%sin’

¢) On avu que = ( )—
) T r;J nJ4

donc T= 4\[Jﬁlz S 2n 3(—Slnzn(q))d(P
_4\f z( )Y— “sin?'(g) do
0 n=0

0

2nj
avecjnlzsinzn(p do = :n g
0
I © 2n 2 op
-2\i 5 (7 &
gao\n/ 16"
=2n\[é(1+%sin2(%)+...)=2n\[(1+9° )

Dans la deuxieme ligne, pour justifier qu'on peut permuter série et intégrale, on peut vérifier que

/2
ZJ

2n 2n? 20
Y—smzn(cp)‘ do. Son terme géneral n'est autre que ( N ) -I? (@ une constante pres)

2n 2 o 4n 2n
( )y_n SR
16 «/ 16" nn

qui est le terme général d'une série convergente si y <1, i.e. 6y < . (On a déja calculé un équivalent

de ( ) dans I'exercice précédent).

d) Si 6o = =, vérifier que I'intégrale diverge (ainsi que la série, d'ailleurs) et T = oo,

Sol.9) a) Dans un exercice précédent, on a vu que, pour X € ]-1, 1 :

i 4" 2 arcsin(x)
=0 2 «/ 2
2n+ 1)( n) 1-x

ot i )" 4" 2 argsh(x)
n—O(2 +1)( ) 1+x

Donc, en dérivant ces deux égalités, on obtient :
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< 1 x arcsin(x)
= +
r;) (2 ) l _ X2 (1 _ X2)3/2

n

2 4" on__ 1 X argsh(x
%[Zn)(_ ) 27 1+
n

1+x
On remplace x par 52& dans la premiere égalité pour x > 0, et par 3% dans la deuxieme si x <0, et

on obtient :

4i + arcsm(i)

pour0<x<4

o0

n (4- )
y X =
n=o(2nnj m B argsh(lzg) (44_%)71 pour—4<x<0

b) Les calculs du d) étant comparables avec ceux du b) et du c), mais avec des fonctions
trigonometriques hyperboliques, ceux-ci sont meneés en parallele avec les calculs effectués avec les
fonctions trigonométriques circulaires et sont indiqués en rouge.

F(x) =D, L st primitive s'annulant en 0 de > L 12T =1 5 cherche donc, pour
o (Zn) nzl(an X
"\ n n
xe[0,4[:
(L aresinX
F(X) —j % + arcsin( > ) \/;( (4 x)3’2
0 .2
=2| tan(0) + ——=do en posant x = 4sin“(6
J )+ o0 p (©)
=20tan(0) =2 arcsin(ﬁg) \/4_4& qui s'annule bien pour x =0
—X

Donc :

F(x) =2 arcsm(i) Z

1
\[ —X n=1 ( )

n
Respectivement, pour —4 <x<0:

F(X) :J 4_ix+ argsh(\/z—X \/— (j x)3’2

X" pour 0 <x <4

= ZJ th(0) + pre ( ) en posant x = — 4sh?(6)
=-20th(0)=-2 argsh(ﬂ) ﬂ qui s'annule bien pour x =0
2 4 x

Donc, sur -4, 0[ :
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_ \/ x V=X _ 1 n
F(x) =— 2 argsh( X
\[ X n= 1 ( ; j

Posons g(x) =Y. ﬁ x". g est la primitive qui s'annule en 0 de x — ﬂxﬁ On cherche donc, pour x

n=1n2 o
€]0,4[:
g(x) :J ﬂxﬁdx:J 2 arcsm(i) \/_\/_
X

- j 40 do en posant x = 4sin(0)

=206%=2 arcsin(lzg)2 qui s'annule bien en x = 0
donc g(x) = i 1
n=1 2(2”)

n
Respectivement, sur -4, 0[ :

a(x) :J Hx& dx = J 2 argsh(\/_x L

X"=2 arcsin(lzg)2 pour 0 < x < 4

2 "a]-x\/4 x
= j 46 do en posant x = — 4sh?(0)
=_20°=-2 argsh(lg)2 qui s'annule bien en x = 0

donc g(x) = i L =2 argsh(@)g

n=1 2 2n
”(nj

c) Onaalors :

&1 _gqyod,2m

nZ:;‘) 2n) f(1) 3+9\/§
n

S (-1)" _ _4 1, 4 _4 1+ 5

%(Zn)_f(_l)_g_argSh(§)5_\/§_§ ( )5\/3
n

i ; =F(1)=—"2-

n:ln(nn) 3\/§

© (_1)” Ay — 2 1+ 5

Z =F(-1)= 2argsh()\/§ \/g In( )
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1

=1 _of 2N
lnz(n)
5= g1y =2argsnb? =2 n Dy

n

2
=9(1) = 1_8

M

>

L/

M

=)= =242

1 %}) gqg

sE. ppy=..= 8 4 |(1+\/?3

n

1(2n 25 25\[5
(%)
S D) R il (LB A1) P U DR -
nzzé) (2n + 2)! —nZ::l (2n)! ‘nz::lnz(an—ng)— 4
n

Pour appliquer I'expression de g en x = 4, il convient de montrer que la série entiere définissant g est
continue en 4. Il suffit pour cela de Vvérifier la convergence normale de la série sur [0, 4]. De fait,

pour tout x € [0, 4] :
1 n 4n T
0< X < ~
Z(Zn) Z(Zn) %47;
M n M n

- - - 2n
en utilisant la formule de Stirling pour trouver un équivalent de ( N j

Comme 2. H%g converge, la série entiére converge bien normalement sur [0, 4].

/2 1 _ 1 2 _ Q
Sol.10) a) J T xsin(@) xsin(0) do = J 7 o 1 dt en posant t = tan(z)
0

S (. dt
_J (t—x)2+1—x2
0

= 2 arctan( =
\/l— 2 \/1 x2 t= 0
2 X
= ——— arctan + —
1-x (\/ 2 \/ \V1- xz)
2 — X
arctan + arctan
N ( 1+X) \ll—x2 (\/1—x2)
b) Posons x = cos(¢) dans le premier terme, 0 < ¢ < 7, et x = sin(y) dans le second, —g <y < g :

w1 2 2
— = do= arctan(tan(2)) +

j 1 —xsin(0) sin(o) ( (2)) cos(y)

0

> arctan(

arctan(tan(y))
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—_ 0 L 2y
sin(p) cos(vy)
_ arccos(x) . 2arcsin(x)

VL2 AT ¥

__ = arcsm(x)
20/1-x" J1-%°

—arcsin(x).

car arccos(x) = 2

b) En utilisant les developpement en série entiére vus précédemment :

1 _w(anx_Z“
1-X nZ=(:> nJ 4"

arcsin(x) _ i 4" 2
\ll—X n=0 2n
2n+1) N
On obtient :
/2 1 (2N x" & 4" 2n+1
L g sa(M)s_t
— =2\Nn /4" = 2
L 1 —xsin(0) =0 n °(2n N 1)( nn)
Mais aussi :
/2 1 n 2 . n
———dob sin"(0) do = sin"(0) do
J 1 —xsin(0) ZX in'(6) Z;‘;XJ ()
0 0 0

car, pour x € ]-1, 1[, la série de fonctions 6 — Z x" sin"(0) converge normalement sur [0, —]
n=0

¢) On en déduit que, pour tout n :

J “sin?(0) do _—(an 41n

0
T n
J /ZsinZ””(e) do = 4
0

2n+ 1)(2nn)

Ce sont les intégrales de Wallis, déja calculées d'une autre facon dans le chapitre L2/SERIES.PDF.

- 2.4.6..2n

Sol.11) a) Le rayon de convergence de la série Zm X" est 1, d'aprés le critére de

D'Alembert.
b) Méthode 1 :

Ona:
- 24.6..2n t* S 4"
Yarenenlesy © 5,

(Zn) (le)n
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qui évoque le développement en série entiere de %ﬁ recontré précedemment :
—X
i L2 Z arcsin(x)
= (2n +1)(2”j NL-x

La serie cherchée est obtenue en divisant par x puis en remplagant x par t

\/tz +1

i 4" W20 = arcsin(x)

< (2n +1)( j 1-x

© n 2 n 2
puis Z 4 ( t J =t :1arcsin(

ey ) s

On conclut en vérifiant que, pour tout t, arcsin(

t
\/tz +1

) = arctan(t). Pour cela, poser t = tan(0),

pec]-L X
€23
Méthode 2 : Les deux membres étant égaux pour t = 0, on compare les dérivées des deux membres

par rapport a t. On posera x = fzt+_1 pour alléger les calculs.

z  2.4.6..2n (tz

n
La fonction t — Z 357.n+ D \E+ 1) est la composée :

t? . 246.2n .o
(o X=7 1 2357 on+D ¥

toutes deux C”. On peut donc dériver terme a terme. La comparaison des dérivées par rapport a t des
deux membres consiste a veérifier que :

1 1-t* & 246..2n (tz )n+ t s _246.20 2 (tz jnl
1)t +1

1+0 (C+125357..2n+1)\F+1) C+14357.@2n+1)(C+1)7 \T+

- 2.4.6..2n - 2.4.6..2n n

1=(1-2 +2(1- —— e

< M-20 2 e onen* P20 X3 o™

ce qui est bien le cas. En effet, dans le membre de droite, le coefficient constant vaut 1 (provenant
d'un produit vide dans la série de gauche), alors que le coefficient de x", n > 0, est :

24.6..2n  ,246..2(n—1) +9 2.4.6...2n n_ 2.4.6..2(n—-1) (n—1)
357..(2n+1) “357. (2n ~1) “357..2n+1) 35.7..(2n—1)
_2.46..2(n—1) 4’ =
~357. (2n—1)(2n+1 1 20-1)=0
c) Cette question a été résolue dans les exercices du chapitre LI/FONCTUSU.PDF.
d) D'apres le b), avec respectivement t = % ett= %
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246.2n 1
~35.7..(2n + 1) 50"

1, _ 7
S5arctan(z) = —
arcan(7) 10 ;

- 7 ~2n 1 2n 2
= —et U,
ce que donne bien %un avec Ugp 10 etun = 2n+ 150 Up1= on+ 1100 Un1
3, _ 237 - 2.4.6..2n 9 n
2arctan(zg) = 3156 2357 on + 1) 6250
LN 237 2n 9 2n 144
et = V1 = _
ce que donne bien %vn avec Vo = 3105 et v, o + 1 8250 Vn1 > + 1 100 000 Un1
e)Vvn>1,u,< 5 nl
U _ 7 1
<= =1 =
done Un < 5= 15 507
S - 7 1 7 1 1 5
d < s T == ——
onc 2.U< 2. 15507~ 10507 L L 750
50
On choisit n tel que :
5 1 51
= <
75071 =10
1 7 451
< —
< g5t
In(% 1075
& n+1> ~29.93
In(
50
< n>29
De méme, on aura :
<237 9 9y
3125 6250

237 9 n+l 1 _i 9 n+l
p%1"”‘3125 G250 5~ 79 6250

15250
In (769 10°%Y)
Onprendran+1>————~17.55, soitn > 17.
In (6250

On trouvera comme valeur de g :
0.785 398 163 397 448 309 615 660 845 819 875 721 049 292 349 843 776 ...

Sol.12) a) Anp = An1p + Anp1 + Anop1 en fonction du dernier déplacement effectué. Si l'un des
indices est négatif, le A correspondant est pris comme nul.
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Pourn>letp>1, Ayp=1etAgp=1.
La convention Ag = 1 est compatible avec la formule de récurrence, de facon qu'elle puisse aussi
s'appliquer au couple (n, p) = (1, 0) ou (0, 1).
b) Ona Alp = Aop +A1‘p_1 =1+ Al,p—l d'ou Alp =p+ 1.
Go(x) = Zx ——pourx e]-1,1[
n=0
Pourp>1:

Gp(X)=1+(p+1)x+ > ApX"

n=2

=1+ (+I)x+ ) (An-1p +Anp1+ Anfz,pfl)xn
n=2

= 1 + (p + 1)X + z Anflyp Xn + z An1p71 Xn + z Anlep,]_ Xn
n=2 n=2 n=2

=1+ (P+Dx+ Y A X+ A X+ DY App g XM
n=1 n=2 n=0

o0 o0 o0
— n+1 n n+2
= Z Anp X7 + Z Anpa1 X + > Anp1X

=0 n=0 n=0

= XGD(X) + Gp1(X) + X’Gp1(x)

=~ 0= 6,00
2\p
donc Vp, Gp(x) = £1+—);p%

c) On cherche le coefficient de degré n de Gy(x). On a, en développant le numerateur avec le binbme
de Newton et I'inverse du dénominateur en série entiere :

Gy(X) = é(i) 2 é(k 'IF; pj &

et il suffit d'effectuer le produit de Cauchy. On obtient :

Ap=Y ('E) (” P ij o k varie de 0 Min(p, | 2])
K Y 2
On peut proposer une démonstration combinaire directe de ce résultat (due a Xavier Oudot) :

k est le nombre de déplacements (2, 1)

il reste p — k déplacements (0, 1)

et n — 2k déplacements (1, 0)
soit n + p — 2k déplacements au total.
Un chemin est donné par la liste de ces n + p — 2k déplacements. Parmi ceux-ci, on en choisit p qui
seront des déplacements (2, 1) ou (0, 1), les autres étant des déplacements (1, 0), et sur les p
déplacements, on en choisit k qui seront les déplacements (2, 1).
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_ 0 Xn < B 0 Xn 0 Xn
S0l.13) &) x = (X, b 1 (e 1) = (X ba (X 0D

donc, en cherchant le coefficient de X" pour n > 2, on obtient :

Z '(n T

= nf(mbkzo

k=0

b)bo=1 I|m|te quand x tend vers 0. Puis on applique la relation précédente a partirden=2:
bo + 2b; = 0 :blz—%
bo + 3y + 30, = 0 :>b2:%
by + 4b; + 6b, + 4b3; =0 =b3;=0
bo + 5by + 10b, + 10bs + 5by = 0 :>b4——3—10
_1:
X g X X X doncbo=1,by= - L by =L b= 0, by = &
-1 2 12 720 0 S L Ty

c) D'une part, en développant chaque exponentielle en série entiére :

k k k k
+ 1%+ +
T+ enx) Z 0 1 2"+ n Xk+1

X 2x
X(1+e +e i

(avec la convention 0° = 1). D'autre part :

F - D = (S, K3 L

e —

k+1-p
Le coefficient de x*** en effectuant le produit de Cauchy est —? %ﬁ% donc :

k k+1-p k r'k+1
Kk, 1k , ok ke s Bp(n+1) __1 ( ) k+l-p
0+ 1+ 2%+ ... +n k'pzop!(k+17p)! k+1p§0 0 (n+1)""Pb,

nin+1)(2n+1)
6

2 2
1+23+...+n3:%((n+1)4ﬂ(n+1)3+§(n+1)2):m

d) 1+22+...+n2=%((n+1)3—g(n+1)2+%(n+1)):

1+24+...+n4=%((n+1)5— (n+1)"+10 (n+1) —30(n+1))

_n(n+1)(@2n+1)(3n° + 3n -1)
B 30
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Sol.14) a) Il y a n® applications de [[1, pJ dans [1,n].
b) Pour définir une telle application f, on choisit son image, soit (E) choix possibles, k variant de 1

a n étant le nombre d'éléments de cette image, puis cette image étant choisie, on définit une
surjection sur cette image, soit o(p, k) choix possibles.
c) Pour la premiere série, on applique le critere de D'Alembert :

gn + 12 | | —0<1
- =
n—>oo " n+l
donc la série converge
Pour la deuxieme série, utiliser le fait que o(p, n) < nP.
d) On reconnait un produit de Cauchy dans I'expression de f :

=3 E (1) o 0yz= 33 A HH s S L g =g

n=0N
e) Donc g(z) = f(z)e™ et on effectue le produit de Cauchy pour obtenir :
o(p.n) _ §K ("¢
n! k=1 k! (n—k)!

d'ou le résultat annoncé.
Une autre démonstration de I'expression de o(p, n) et utilisant un calcul matriciel a été donnée dans
I'annexe | du chapitre LL/DENOMBRE.PDF.

Sol.15) a) Pour toute partition de [[1, n + 1]], soit P la partie contenant n + 1 et k le cardinal de P°
(complémentaire de P). k peut varier de 0 a n et P® est une partie quelconque de k éléments parmi [[
1, n]]. Pour définir une partition de [[ 1, n + 1]}, on prend une valeur de k entre 0 et n, on choisit la

partie P¢ de cardinal k dans [1,n ] (ilya (E) choix possibles) et on partitionne P° (il y a ay telles

partitions de P®). Pour chaque k, on obtient ainsi (kj a partitions de [[ 1, n + 1]] dont la partie

contenant n + 1 est de cardinal n + 1 — k. Il suffit ensuite de sommer de 0 a n. Le cas ag = 1
intervient quand on prend comme partition de P° la partie vide.

nl n

- SenX= S5 ()ak=5 8

K Xn
(n —1)' n=0 n=0ik=o K!(n — k)!

b) f (X)—Zan

['e] n
On reconnait le produit de Cauchy Z ﬁ“ X"x Y % D'ou f'(x) = f(x)e* et f(0) = 1

n=0

donc, en résolvant I’équation différentielle :
f(x) = exp(e* - 1)

€) 1) = eXp(e) Ok!_ 22X T L T 2 X
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o0 o0
D'ou le résultat. Dans le calcul précédent, on peut permuter les deux symboles Y_ et >_ car la famille

n=0 k=0
k
ki n
PIP) < | = explexp(x))
Dans l'annexe | du chapitre LI/DENOMBRE.PDF on montre que le nombre de partitions de
n
[1,n] en p parties est S(n, p) == Z( j( 1)P K" = Z(—l)pkm On en déduit que
k=0 . —K):

n

ZS(H =YY oK

1&K"
p=1k=0 k'(p k)! E;k_

n

permettant de transformer la série Z t— en une somme finie.

Sol.16) Siy = > a, X", le coefficient de x" de 3(x* + X)y" + (8x + 3)y' + 2y est :
n=0

3n(n—1)a, + 3(n + 1)nay+ + 8na, + 3(n + 1)ans+; + 28, =0
3(n + 1)%ans1 + (3n° + 5n + 2)a, = 0
3(n + 1)%ans1 + (N + 1)(3n + 2)a, = 0
3(n+ a1+ (3n+2)a, =0

3n+2 n+2/3
T R A
D'ou par récurrence :

a, = (-1)" (n-13)(n-1-1/3)...(1 - 1/3) -2/3(=2/3-1)...(-2/3-n+ 1)

n! n!
) (_ 2/3)
= N ao

On reconnait alors y = ag (1 + X)

0 0080

—2/3

Sol.17) E(r) = a,r"etB(r) = . b, r" conduita:
n=0 n=1

Sna, rt =Y iob, r" et Siwa r"=c?Y (n+1)b, !
n=1 n=1 n=0 n=1

& Y ((m+Dawr=Yiob,r" et Yioa, r"=c?Y (n+2) by 1"
n=0 n=1 n=0 n=0

< a1=0, imap=2c’h; et Vn=1, (n+1)an = ioby, ioa, = (n+2) ¢ by
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I(Dao iobn 1 _ iman

> = =
& =0,b; = T et vnx>2a,= ra bn —z(n + 1)C
2 2
=0, by = 193 t VN2 a=-95a,  by=- ®© b
< T ¢ =28 == 120282 " T+ (-1 "

& Tous les a d'indice impair sont nuls, tous les b d'indice pair sont nuls et :
2n 2n+1

— n ® - n: [
VN, az = (-1) W Eo bonss = (-1)" i (2n + 2)4" (n!)2 22 Eo

Ainsi, E(r) = Z (-1)" Tgf;ﬂ—rz” Eo

n=0
2n
=3’ Eo 0b 1) = 3, (' e
0)2n+1 o+l
B(r) = | Z ( 1) (2n + 2)4n (n|)2 2n+2 r " EO
i@y ol Jy(x) = 3 CLX™
c e’ 0 YT 547 (20 + 2) (n1)?

Les fonctions Jg et J; s'appellent des fonctions de Bessel.

¢
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