© 2025 - Gérard Lavau - https://gerardlavau.fr

Vous avez toute liberté pour télécharger, imprimer, photocopier ce cours et le diffuser gratuitement. Toute diffusion a
titre onéreux ou utilisation commerciale est interdite sans accord de l'auteur.

Si vous étes le gestionnaire d'un site sur Internet, vous avez le droit de créer un lien de votre site vers mon site, a
condition que ce lien soit accessible librement et gratuitement. VVous ne pouvez pas télécharger les fichiers de mon site
pour les installer sur le votre.

DIAGONALISATION

Plan

| : Polyndmes d'endomorphisme
1) Sous-espaces stables
2) Matrices par blocs
3) Polyndémes d'endomorphisme
4) Polyndmes annulateurs d'un endomorphisme
Il : Diagonalisation
1) Exemples de problémes
2) Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres
3) Méthode pratique
4) Propriétés des sous-espaces propres
5) Propriétés du polyndme caractéristique
6) Conditions de diagonalisation
7) Condition de trigonalisation
I11 : Réduction des endomorphismes
1) Théoreme de décomposition des noyaux
2) Décomposition de E en sous-espaces stables
3) Diagonalisation
4) Cas des endomorphismes nilpotents
5) Trigonalisation
Annexe : Le théoréme de Cayley-Hamilton
Exercices
1) Enoncés
2) Solutions

| : Polyndmes d'endomorphisme

1- Sous-espaces stables

Soit u un endomorphisme d'un espace vectoriel E. Un sous-espace vectoriel F de E est dit stable par
u si u(F) c F. La restriction u|r de I'endomorphisme u & F définit alors un endomorphisme de F,
appelé endomorphisme sur F induit par u.

On rencontre usuellement les cas suivants en dimension finie :

Q) Soit F stable par u. Si on choisit une base de F que I'on compléte en une base de E, la matrice de

. AB) . ) , ) ) ) .
u a la forme suivante (O C) ou A est une matrice carrée de dimension la dimension de F, O une

matrice nulle, B et C des matrices quelconques.
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Q Plus genéralement, F, c F, ... « F, = E suite croissante de sous-espaces vectoriels stables pgr
u, donne, dans une base adaptée, une matrice de la forme

A * .. F*
OA..*
O 0. A

La matrice est dite triangulaire par blocs.

U En particulier si dim F; = i, la matrice est triangulaire :
a * .. *
Oay.. *
0 0..a

On dit que I'endomorphisme est trigonalisable.

U E=F® G avecF et G stables par u :
La matrice de u dans une base de E obtenue en réunissant une base de F et une base de G est alors

A O o . . T .
de la forme (O B)' L'intérét est de scinder I'étude d'une application linéaire en deux études sur

deux sous-espaces plus petits, et peut-étre plus maniables.

Q Plus genéralement, siE=E; @ E; @ ... ® E,, avec tous les E; stables par u, alors la matrice de u
dans une base adaptée est de la forme

A1 O .. 0
0OA..O
00 ..A

Inversement, un endomorphisme ayant cette matrice stabilise chacun des E;. La matrice est dite
diagonale par blocs.

O L'idéal est d'obtenir une matrice diagonale, pour laquelle ug, est une homotheétie. On dit que
I'endomorphisme est diagonalisable, de matrice

a; 0.0
0a..0
00..q

(les a; étant distincts ou non).

On dispose de la proposition suivante, permettant parfois d'obtenir des sous-espaces vectoriels
stables par u :

PROPOSITION
Soit v un endomorphisme de E commutant avec I'endomorphisme u. Alors Ker(v) et Im(v) sont
stables par u.

Démonstration :
O x € Ker(v) = v(x) = 0 = u(v(x)) = 0 = v(u(x)) = u(x) € Ker(v)
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OxelmVv) =3z x=v(z) = 3z uxX) =u(v(z) =Vv(u(z)) = ux) € Im(v)

Pour trouver des sous-espaces stables par u, il suffit donc de trouver des endomorphismes v
commutant avec u. La difficulté est de trouver un tel v qui ne soit pas injectif ou surjectif, pour
éviter les exemples triviaux {0} et E de sous-espace vectoriel stable.

Comme endomorphisme commutant avec u, il y a par exemple u lui-méme, mais aussi u% u®, ... et

leurs combinaisons linéaires > aju'. On est ainsi amené a introduire les polyndmes
>0

d'endomorphisme, étudiés un peu plus loin.

2- Matrices par blocs

On a vu apparaitre ci-dessus des matrices par blocs. Nous donnons ci-dessous un exemple de
produit de matrices par blocs : il suffit pour cela de réfléchir a ce qu'est la définition du produit de
deux matrices, I'ordre dans lequel se font les choses, les dimensions de chaque bloc pour rendre
possible les produits :

A est une matrice p x g E est une matrice g x t
B est une matrice p x r F est une matrice g x u
C est une matrice s x q G est une matrice r x t
D est une matrice s x r H est une matrice r x u
(A B) (E F) _ (AE+BG AF+BH)
CD/J\GH) \CE+DG CF+DH
avec AE+BG matrice p x t

AF+BH matrice p x u
CE+DG matrice s x t
CF+DH matrice s x u

EXEMPLES :
O Dans le chapitre LI/DETERMNT.PDF, on a vu le calcul des déterminants triangulaires par
blocs :

SiD=

une matrice p x (n — p) et Onp la matrice nulle a n — p lignes et p colonnes, alors :
D =det(A) x det(B).
Plus généralement, on aura :

A C| . . . . .
o) B ‘ou A est une matrice carrée p x p, B une matrice carrée (n —p) x (n—p), C
n-p,p

AL * ... *
O A .. =

2 = det(Al)...dEt(An)
O O .. A,

ou les A; sont des blocs carrés sur la diagonale, les = désignent des blocs de termes quelconques et
les O désignent des blocs nuls. Cela se montre par récurrence sur n.

. . . A C , e
Q Si A et B sont inversibles, (O B) I'est également, et on vérifiera par un calcul par blocs que
n—p,p

on inverse e t( A _A_1CB_1)
S seest(g gl )



: : . o : BCY) .
O Soit A une matrice carrée n x n, n > 2, partitionnée de la fagon suivante : (DT a)’ ou B est une

. , - . \ T
matrice (n — 1) x (n — 1), supposée inversible, C est un vecteur colonne a n — 1 composantes, D est
un vecteur ligne a n — 1 composantes et a un scalaire. On suppose que A est inversible. Veérifier par
un calcul par blocs que :

o)
W 2

ol U est une matrice (n — 1) x (n — 1), V est un vecteur colonne & n — 1 composantes, W' est un
vecteur ligne a n — 1 composantes et u un nombre reel, avec :
1

T2 DBC
=_7B7'C
wW'=—zD'B?

u=B'+zB'CcD'B™
Ces relations permettent d'obtenir rapidement I'inverse de A, lorsqu'on connait I'inverse de B.
On notera que le dénominateur de z est non nul car si on avait a = D'B'C, cela signifierait que la

. C . L. L B .
derniére colonne (a de A serait combinaison linéaire des colonnes de D) les coefficients de la

combinaison linéaire étant ceux de la colonne B'C. Cela voudrait donc dire que les colonnes de A
sont liées, contrairement a I'hypothése A inversible.

O Soient A, C, B et D quatre matrices de M,(C) telles que A € GL,(C). Le lecteur vérifiera que :
(A B) _(A o) (ln A'B )
cb)~\cl,)*\0D-CA'B
A B .
Par conséquent, ‘ cD ‘: det(A) det(D — CA'B) = det(AD — ACA'B). Ce déterminant n'est

généralement pas égal a det(AD — CB) sauf dans quelques cas particuliers, par exemple si A et C
commutent.
Si A et B commutent, on pourra écrire :

AB

C D |= det(D—CA™B) det(A) = det(DA - CA™'BA) = det(DA - CB)

3- Polynémes d'endomorphisme

Soit P un polynéme quelconque de K[X] et u un endomorphisme d'un espace vectoriel E. Si

P=3 a; X', on pose P(u) =Y a; u' avec la convention u® = Idg. On définit de méme P(M) =3 a; M'
i i i
pour une matrice carrée M, élément de M,(R) avec M° = I,

On vérifie que les applications K[X] - M,(K) et K[X] — L(E), qui & P associe P(M) ou P(u),
sont compatibles avec les opérations dans chaque espace. Ainsi, en notant :
+, . et x la somme de polynémes, le produit par un scalaire et le produit de polynémes,
+, . et x le produit de matrices,
et +, ., et o la somme d'endomorphismes, le produit par un scalaire et le produit de composition
des endomorphismes, nous avons :
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(P +Q)(M) = P(M) + Q(M) (P +Q)(u) =P(u) + Q(u)

(A.P)(M) = AL.P(M) (A.P)(u) = A.P(u)

(P x Q)(M) = P(M) x Q(M) (P x Q)(u) = P(u) o Q(u)
Pour tout M € M,(K) ou tout u e L(E), on dit que les fonctions P € K[X] = P(M) € M,(K) et
P € K[X] — P(u) € L(E) sont des morphismes d'algebres.

En effet, si P = YaX et Q = Y b X, alors P+ Q = Y (@+h)X, AP = XY aa X' et
i i i i

aibm_i X™. De sorte que :

PxQ=Y

i=0
P+QM) =2 (ai+b)M =3 a M+ b M'=P(M) + Q(M)
(AP)M) =X rai M'=1.3 a M' = L.P(M)

m . .
(PxQ)(M) =3 > abyiM™ =3 aiM'x > b M’ en développant le membre de droite et en
_ : j

m i=0

regroupant les termes M tels que i + j = m. Les formules sont identiques pour les
endomorphismes, sauf que le produit des endomorphismes est noté o. Dans ce dernier cas, on a
donc :

(P < Q)(u) = P(u) o Q(u)

ou, plus brievement :

L (PQ)(W) = P(u) o Q(u) |

ou encore, pour tout x de E :

LPQU)(X) = (P(u) o QU))(X) = PW)(QU)(x)) |

En particulier, on a P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u) puisque PQ = QP.

Comme, pour tout polynéme P, P(u) commute avec u, on en déduit que, pour tout polynéme P,
Ker(P(u)) et Im(P(u)) sont stables par u.

Malheureusement, si on prend n'importe quel polynéme P, il y a toutes les chances que I'on obtienne
des sous-espaces stables triviaux, a savoir Im(P(u)) = E et Ker(P(u)) = {0} ou l'inverse. Le cas
Im(P(u)) = E et Ker(P(u)) = {0} s'obtient lorsque P(u) est un endomorphisme inversible. Le cas
Im(P(u)) = {0} et Ker(P(u)) = E s'obtient lorsque P(u) = 0. On dit alors que P est un polyndéme
annulateur de u. Ce second cas peut cependant parfois donner des situations intéressantes.

On définit de méme un polyndme annulateur P d'une matrice carrée M comme étant tel que
P(M) =0.

4- Polynémes annulateurs d'un endomorphisme
a) Définition
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Soit u un endomorphisme de E de dimension finie n. L(E) est lui-méme de dimension finie n®. 1l en
résulte que (Id, u, U% ..., u™), constitué de n? + 1 éléments d'un espace de dimension n? forme un

systéme lié. Il existe donc des a, non tous nuls tels que > a, u* = 0. Autrement dit, il existe au
k

moins un polyndme P = 3" a,X* non nul tel que P(u) = 0.
k

PROPOSITION

Tous les polynémes annulateurs de I'endomorphisme u sont multiples d'un méme et unique
polyndme unitaire annulateur de u. Ce dernier polyndme s'appelle le polynéme (annulateur)
minimal de u.

Démonstration :
QO Prenons Py un polynéme unitaire annulateur de u, non nul et de degré minimal. Montrons que
tout polyndme P annulateur de u est un multiple de Po. On effectue la division euclidienne de P par
Po. Il existe deux polynémes Q et R tels que P = PoQ + R et deg(R) < deg(Po). Appliquant cette
égalité suru, ona:

0 =P(u) = Q(u) o Po(u) + R(u) = R(u) puisque P(u) = Po(u) =0
R est donc un polynéme annulateur de u. Puisque deg(R) < deg(Po) et que Pg est de degré minimal
parmi les polynémes annulateurs non nuls de u, R est le polyndme nul, et P est un multiple de Po.

Q Po est unique car si Py est un autre polynéme unitaire annulateur de u qui divise tout autre
polynéme annulateur, alors Pq divise P; et P; divise Po. Donc Py est le produit de Py par un scalaire.
Etant tous deux unitaires, ce scalaire vaut 1 et Po = P;.

EXEMPLE :
200

0 Dans E = R?, le polynéme annulateur minimal de la matrice | 02 0 | est (X — 2)(X — 1). On
001

vérifiera en effet que (M — 2I3)(M — I3) =0 alors que M — 23 # 0 et M — I3 = 0. Donc (X — 2)(X — 1)
est annulateur de M, mais ni X -2 ni X — 1.

THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON

Soit u un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension finie. Le polynéme
xu(X) = det(X 1d — u) s'appelle polyndme caractéristique de u. Il s'agit d'un polyndme annulateur
de u.

Ce théoréme est admis. Trois démonstrations en sont données dans une annexe en fin de chapitre.
Le theoreme de Cayley-Hamilton peut aussi s'exprimer sous la forme suivante : le polynéme
caractéristique est un multiple du polynéme annulateur minimal. Comme deg(y.) = dim(E), cela
montre que le polyndme annulateur minimal a au plus pour degré dim(E).

EXEMPLES :



: -13 A s e
Q Soit M = (_2 4). Son polyndme caractéristique est : X*> — 3X + 2, et on Vérifiera que l'on a

effectivement M? — 3M + 21, = 0. X? — 3X + 2 est aussi le polyndme minimal de M car aucun
polynéme non nul de degré inférieur ou égal a 1 n'annule M.

200

Q Soit M = [0 2 0]. Son polynéme caractéristique vaut (X — 2)%(X — 1). Le polynéme
001

caractéristique est ici différent du polyndme minimal (X — 2)(X —1).

b) Utilisation d'un polyndme annulateur pour rechercher des sous-espaces stables

Soit P un polyndme annulateur de I'endomorphisme u. Supposons que ce polynéme soit tel qu'il se
factorise en deux facteurs P = P1P, avec deg P; > 1 et deg P, > 1, avec P1(u) = 0 et P,(u) = 0. Donc
Ker(P1(u)) # E et Im(P1(u)) = {0}, et de méme pour P-.

En outre, P;(u) ne peut étre inversible, sinon on aurait 0 = P(u) = P1(u) o P2(u) = P,(u) = 0 en
composant a gauche par l'inverse de Pi(u). Et de méme, P,(u) n'est pas inversible. Donc
Ker(P1(u)) = {0} et Im(P1(u)) # E, et de méme pour P-.

Ker(P1(u)) et Im(P1(u)) sont alors des sous-espaces vectoriels stables non triviaux de u.

Dans le premier exemple précédent, X? — 3X + 2 = (X — 1)(X — 2) donc on pourra chercher par
exemple Ker(u — 1d) ou Ker(u — 21d). Ce type de recherche intervient de maniéere plus systématique
dans la diagonalisation des endomorphismes.

¢) Utilisation d'un polyndme annulateur pour calculer une puissance de matrice
Donnons deux exemples :

EXEMPLE 1:

-13 .
O Reprenons I'exemple M = (_2 4) dont un polyndme annulateur est X* — 3X + 2 et considérons la

division euclidienne de X" par ce polyndme :
X"=(X*-3X+2)Q+R  oudeg(R)<2
donc il existe a, et by, tels que :
X" = (X*-3X +2)Q + a,X + b,
Pour X =1 et X = 2, racines du polyndme annulateur, on obtient respectivement :

[1:an+bn
2" =2a, + b,
d'ou :
[anzz”l
by=2-2"
AInsi :

X"=(XP-3X+2)Q+(2"-1)X +2-2"
Pour X = M, et sachant que M?— 3M + 21, = 0, on obtient :
M'=(2"-1DM+ (2 -2,

EXEMPLE 2 :
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Q Considérons M = (_2 3) dont le polyndéme caractéristique est X? — 2X + 1 = (X — 1)? qui donc

également un polyndéme annulateur de M. Considérons la division euclidienne de X" par ce
polynéme. Comme ci-dessus, il existe a, et b, tels que :

X" = (X —1)°Q + a,X + b,
Pour X =1 racine du polynéme annulateur, on obtient :

1=a,+b,
Mais ici, 1 est racine double. On obtient une autre relation en prenant la dérivée des polyndmes :
nX"t=(X-1)S +a, ouS=2Q+(X-1)Q
Pour X =1, on obtient :
n=a
d'ou :
[ an=n
bh=1-n
Ainsi :

X"=(X-1’Q+nX+1-n
Pour X = M, et sachant que (M — I)> = 0, on obtient :
M"=nM + (1 -n)l,

d) Utilisation d'un polyndme annulateur pour trouver l'inverse d'une matrice
Si on dispose d'un polynéme annulateur ao + a; X + ... + a,X? d'une matrice M avec a, = 0, alors on
peut conclure que M est inversible et trouver facilement son inverse. En effet :

al +aiM + ... + a;MP =0

donc |=—BaM .. —aM®_ o (Cal-aM .. —aM™)

dg Qo

p-1
donc l'inverse de M est — (@l + a,M '; * &M ).
0
EXEMPLE 1 :
13) ) )

0 Pour M = (_2 4) vérifiant M —3M + 21, =0, on a M x KM__23|22 _ I donc Mt = 3I22 M | est

intéressant de noter que cette expression correspond a l'expression M"= (2" - 1)M + (2 - 2")I,
trouvée plus haut pour n = — 1, alors qu'a priori, cette expression n'a été prouvée que pour n > 0.

EXEMPLE 2 :
12
Q Pour M = (2 3) vérifiant M> —2M + I, = 0, on a M x (2I, — M) = I, donc M™* = 21, — M. Ici

aussi, on constate qu'on obtient cette expression en posant n=-1 dans la relation
M" =nM + (1 —n)l, valide a priori pour n > 0.

Il : Diagonalisation

1- Exemples de problémes

Considérons les problémes suivants :
i) Calculer M", o M est une matrice carrée, par exemple :



8 09
M=|-3-1-3
-6 0 -7

il) Trouver les suites vérifiant les relations suivantes :
Xo, Yo €t Zg sont donnés
Xi+1 = 8Xk + 9z
pour tout k : { Yier = —3Xk — Yk — 32
Zk+1 = — BXg — 72
iii) Trouver les fonctions vérifiant le systeme différentiel suivant :
x(0), y(0) et z(0) sont donnés
X'(t) = 8x(t) + 9z(t)
pour tout t réel : [ y'(t) = —=3x(t) — y(t) — 3z(t)
Z'(t) = -6x(t) — 7z(t)

Les problemes i) et ii) sont équivalents. En effet, dans ii), on peut poser :

Xk
xk:[w]émmmudeki
Zy
On a alors la relation de récurrence suivante entre Xy et Xy :
Xk+1 = MX, M étant la matrice du i),
d'ol il est facile de tirer, par récurrence, que : X = M*Xq.

La difficulté de ces problémes tient au fait que la matrice utilisée n'est pas diagonale. Comparons en
effet les trois problemes précédents aux trois problemes suivants :
ibis) Calculer D¥, ol D est une matrice diagonale, par exemple :

-100
D=/ 0-10
0 02

iibis) Trouver les suites vérifiant les relations suivantes :
Xo, Yo €t Zg sont donnés ;

Xi+1 = —Xk
pour tout K : | Yk+1 = — Yk
Zys1 = 22

iiibis) Trouver les fonctions vérifiant le systeme différentiel suivant :
x(0), y(0) et z(0) sont donnés ;

X (t) = —x(t)
pour tout t réel : [ y'(t) =-y(t)
Z'(t) = 2z(t)
La résolution est immédiate ; on a respectivement :
D* 0 0] x= (=)o x(t) = e ' x(0)
D= [ 0 (-1)f 0} [ Y= (-1)'Yo [ y(t) =€ y(0)
0 0 29[ z=2% 2(t) = e 2(0)

Le principe de la diagonalisation consiste a passer, si possible, d'une matrice quelconque (et d'un
probléme général) a une matrice diagonale (et a un probleme plus simple).

2- Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres
DEFINITION :
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Un endomorphisme u d'un espace vectoriel E de dimension finie est dit diagonalisable s'il existe
une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.
Une matrice carrée M est dite diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale D.

On rappelle que M est semblable & D s'il existe P inversible telle que M = PDP* (voir le chapitre
L1/LINEF.PDF). M et D représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes, la
matrice de passage d'une base a l'autre étant P. En pratique, M est donnée, et on cherche D, si c'est
possible. Si (e, ey, ..., €,) est la base (si elle existe) dans laguelle la matrice de u est D, diagonale, de
la forme

A 00 ..
D= 0 X0 ..

0 An

on a u(ej) = Aiei. On est donc amené a s'intéresser aux vecteurs transformés en un multiple d'eux-
méme par u.

DEFINITION
Soit u un endomorphisme d'un espace vectoriel E. On appelle vecteur propre v de u tout vecteur
non nul de E pour lequel il existe un scalaire A tel que :
u(v) = Av
A s'appelle valeur propre relative au vecteur propre v. A est une valeur propre de u.
A étant une valeur propre, on appelle sous-espace propre associé a A le sous-espace
E,={veE|u(v)=Av}

Si v est vecteur propre, A est unique. En effet :
u(v) =Avetu(v) =A'v=2Av=2AvV=A=A"carvestnon nul.

L'ensemble des valeurs propres d'un endomorphisme u s‘appelle le spectre de u, noté Sp(u).
E, est bien un sous-espace vectoriel. Il suffit de constater que E; = Ker(u — Ald)

On remarque que l'ensemble des vecteurs propres associés a A n'est autre que E, — {0}. A est donc
une valeur propre associée a un vecteur propre non nul si et seulement si Ker(u — Ald) = {0}, ce qui
est verifié si et seulement si u — Ald est non inversible, et donc si et seulement si det(u — Ald) = 0. 1l
s'agit d'un polyndme en A dont on peut montrer que le degré vaut n = dim E (on le voit par
récurrence en prenant une matrice A de u et en développant det(A — Al) par rapport a la premiere
colonne).

Ainsi, les valeurs propres se trouvent en cherchant les racines du polyndme det(u — XlId), polynéme
gu'on a déja rencontré plus haut.

PROPOSITION

det(Xld — u) = ¢u(X) s'appelle polynéme caractéristique de I'endomorphisme u. Ses racines sont
les valeurs propres de u. L'ordre de multiplicité de cette valeur en tant que racine de y, s'appelle
ordre de multiplicité d'une valeur propre.

EXEMPLES :
Cherchons les valeurs propres de quelques applications classiques :
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O Les homothéties Ald : La seule valeur propre est A. L'espace tout entier est sous-espace propre.

Q) Les projecteurs : Les valeurs propres sont 0 et 1, le sous-espace propre associé a la valeur propre
0 étant le noyau du projecteur (la direction parallélement a laquelle on projette). Le sous-espace
propre associé a la valeur propre 1 est I'image du projecteur (le sous-espace sur lequel on projette).

Q) Les symétries : Les valeurs propres sont —1 et 1, le sous-espace propre associé a la valeur propre
-1 étant la direction parallelement a laquelle on effectue la symétrie. Le sous-espace propre associé
a la valeur propre 1 est le sous-espace par rapport auquel s'effectue la symétrie.

3- Méthode pratique
Pour diagonaliser, si possible, une matrice ou un endomorphisme, on procede comme suit :

a) Recherche des valeurs propres
On calcule y,(X) = det(X Id — u) ou, plus commodément, det(u — X Id) puis on cherche les racines
de ce polyndéme. Ce sont les valeurs propres. Pour une matrice M de M,(K), on calcule

det(M — XI,). Le calcul est facile pour les matrices 2 x 2, mais devient rapidement aride quand n
augmente. De plus, il n'existe pas de méthode générale de détermination des racines exactes pour un
polyndéme de degré quelconque. On aura donc recours a des logiciels de calcul numérique donnant
des valeurs approchées de ces racines. Dans la plupart des exercices, le concepteur de I'exercice
s'arrange généralement pour qu'il y a ait une ou des racines évidentes, permettant de factoriser le
polyndme caractéristique.

EXEMPLE :
8 09
EISoitM:[B’ -1 3]. Ona:
6 0 —7
8X 0 9
det(M—XI)=| -3 -1-X -3 | == - X3+3X+2= — (X-2)(X + 1)
6 0 -7-X

Les valeurs propres sont —1 valeur propre double, et 2 valeur propre simple.

b) Recherche des sous-espaces propres

Pour chaque valeur propre A trouvée, on résout le systeme (u — Ald)v = 0. L'ensemble des vecteurs v
solutions est le sous-espace propre E; associé a A.

EXEMPLE :
8 09

Q Soit M =| =3 -1 -3 |. Ses valeurs propres sont —1 et 2.
-6 0 -7

e Sous-espace propre associé a la valeur propre —1. On résout le systeme :

X [9x+9z=0
M+13)|Y]| =0« 3x%-32=0 < x+2z=0
Z —6x—-62=0

1) (0
Il s'agit du plan vectoriel engendré par [ 0 ] et 1]
-1 0
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e Sous-espace propre associé a la valeur propre 2. On résout le systéeme :

X 6x+9z=0 X = 3t
(M=2l3)|Y|=0«<| 3X-3y-32=0&3t,| y=-t

yA —-6x—-92=0 =2t

3
Il s'agit de la droite vectorielle engendrée par [1]
-2

¢) Recherche d'un base de vecteurs propres

Dans chaque E;, on choisit une base. Nous verrons dans la section suivante que la réunion des
vecteurs ainsi obtenus forme un systéme libre, les sous-espaces propres étant en somme directe.
Dans le cas précedent, les trois vecteurs trouvés forment notre base de vecteurs propres. Donc M est

-100
diagonalisable, semblable a la matrice diagonale D = [ 0 -1 0].

0 02
103 —20-3
La matrice de passage est P = { 01 1]. OnaM=PDP'avecP*= { 111 ]
-10-2 101
On peut maintenant résoudre les questions du 1lI-1).
8 09
i) Calculer M* avec M = [3 -1 3]
-6 0 —7
-100 103 —20-3
CommeM:PDPl,avecD:[O -1 O],p:{o 1l]etp1:[ 11 l],ona:
0 02 -10-2 101

M* = PD*PL. D'out ;
103YED 0 0Y-20-3) (2(-1)'+32 0 3(1)+3.2
Mk:[o 1 1]{ 0 (-1 o][ 111 ] :[ 1 —2¢  (1)F  (D)k-2F ]
102N 0 0 22AN101 2(-1)F -2t 0 3(=1)k— 21
On vérifie que, pour k = 0, on trouve bien M* = I3, et pour n = 1, on trouve M* = M.

ii) Les solutions du probléme I1-1-ii) sont :
X = (2(-1) + 3.2 xo + B(-1)*"1 +3.24 24
Y= (D= 29 %0+ (D) yo + (1)~ 29 2
7 = (2(-1)" — 2% xo + (B(-1)*— 2" 79

X(t)
iii) Résolvons le probléme du II-1-iii). Soit X(t) = [y(t)]_
2(t)
X'(t) = MX(t)
& X'(t) =PDPX(1)
o PIX(1) = DPIX(1)
< Y'(t)=DY(t) ot I'on a posé Y(t) = PY(t)
-2 0 -3\ x(0) —2x(0) — 3z(0) Uo
On adonc Y(0) = P'X(0) = [ 111 ][y(O)] = [x(O) +y(0) + z(O)] = {vo]
10 1 Az(0) x(0) + z(0) Wo
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u(t) u'=-u
En outre, si on pose Y(t) = [V(t) ] I'équation Y' = DY conduit au systeme [ V'=-Vv qui conduit aux
w(t) w' = 2w
e 'up 10 3Ye'u e 'up + 3e?wyo
solutions Y (t) = LetvO]. D'oll X(t) = PY(t) = [ 01 1}[ etvO] = ( e Vo — €°'wo ]
e®'w 10 -2 Ne*wo) \—e"'up—2e*wy

D'ou :
X(t) = (~2e 7 + 3e%) x(0) + (-3¢ + 3e?) z(0)
y(t) = (e —€*) x(0) + &' y(0) + (e — €*) 2(0)
2(t) = (2e ' — 2e*") x(0) + (3e ' — 2e?") 2(0)

4- Propriétés des sous-espaces propres et des valeurs propres

PROPOSITION :
Soit A une valeur propre de u, de vecteur propre x. Alors, pour tout polynéme P, P(u)(x) = P(A)X.

Démonstration :
O Le lecteur vérifiera que, par récurrence sur k, on a pour tout k, u“(x) = A*x. 1l en résulte que, si

P=> axX alors :
(=0

P(u)(X) = g(:) auf(x) = g(:) a A x = P(L)X

Tout polyndme annulateur de u permet d'avoir une idée des valeurs propres de u :

PROPOSITION :

Soit u un endomorphisme (ou M une matrice carrée) et P un polyndme annulateur de u (ou de M).
Alors les valeurs propres A de u (ou de M) sont nécessairement racines de P.

Démonstration :

Q) Soit A une valeur propre de u, de vecteur propre x (non nul, donc). On a alors :
P(u)(x) = P(A)x

Or P(u) =0, donc P(A)x =0, et comme x = 0, P(A) =0

Le spectre de u est donc inclus dans I'ensemble des racines de P. Il ne lui est pas forcément égal.

EXEMPLE :

0 Si u? —3u + 2Id = 0, alors Sp(u) = {1, 2}. Il est possible cependant qu'une seule de ces deux
valeurs soit valeur propre de u (par exemple, si u = Id).

PROPOSITION :
Soient A1, Ap,... , Am m valeurs propres distinctes. Alors la somme des sous-espaces vectoriels
E., + B, +... + E; estdirecte.

Démonstration 1 :
Q Elle se fait par récurrence sur m.
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Montrons cette proposition pour m = 2. Il suffit de montrer que E;, n E; = {0}. Soit v élément de
Ex, N Es,. Onaalors:
u(v) = Agv et u(v) = AV = AV = AV
= (7\.1 - 7\.2)V =0
= v =0 car A; et A, sont distincts.

Supposons la propriété vraie pour m — 1 sous-espaces propres, montrons la pour m.
Il suffit de montrer que O se décompose de maniere unique en somme d'éléments de E,,, autrement
dit, que l'ona:
Vie[[1,m],vieE,et0=vy+.. +vy=pourtouti,vi=0
Pour cela, on applique u. On obtient :
0 =u(vq) +... + u(vm)
= 0=Avy +... + AV (*)

On a, par ailleurs, en multipliant par Ap, :
0=vi+..+vp
= 0 = }LmVl +... + }Lme (**)

En retranchant (*) et (**), on obtient :
0= (7\,1— 7\,m)V1 +.. + (7\-m—1_ 7\-m)mel
= Viel[lL,m-11, (hi—Am)vi=0carles m— 1 sous-espaces E;, sont en somme directe
(hypothése de récurrence)
= Vie[[l,m—17,vi=0car les valeurs propres sont distinctes.

En reportant dans 0 = v; +... + vy, ON en tire aussi que vy, = 0

Démonstration 2 :
O Considérons une relation
O0=vy+...+Vy
avec v; élément de E;.. Si on applique m — 1 fois I'endomorphisme u, on obtient successivement :
O=Avi+ ...+ AnVm
0=A?Vy + oo + A Vi
0=A3Vy+ o+ A Vi

0=n"tvi+ ..+ A" Ly

Cherchons les valeurs possibles des vi en raisonnant composante par composante sur une base
1 .. 1

A1

quelconque. Les coefficients du systeme obtenu sont qui est une matrice de

Mal 5 mi

m
Vandermonde, de rang m, car les coefficients A; sont distincts. Les seules solutions au systéeme sont
donc les solutions nulles, et tous les v; sont nuls.

Démonstration 3 :
O Considérons une relation

-14 -



O=vi+..+vp
avec v; element de E;. Soit P le polynome (X - A2)(X — Ag)..(X — Am) et appliquons
I'endomorphisme P(u) aux deux membres de I'égalité. Compte tenu du fait que v; est vecteur propre
associe a la valeur propre A;, ona:

P(U)(v1) = P(ho)vi= (A1 — A2) (A1 — A3)...(he — Am)Va

P(u)(v2) = P(A2)v2 =0

P(U)(vm) = P(Am)vm =0
Donc, en sommant tous les termes :
0=P(u)(vi + ... +Vp)
= (M —A2)(hy — A3)...(hy — Am)Va
Comme les A; sont distincts entre eux, on a (A1 — A2)(A1 — A3)...(A1 — Am) # 0 et donc v, = 0.
On procedera de méme pour montrer que v; = 0 en appliquant cette fois I'endomorphisme P(u) avec :
P(X) = (X = X2)(X = A3) ... (X=Ai0)(X=Ajs1) .. (X =Am)
Le polynbme P est inspiré des polynémes interpolateurs de Lagrange. Voir le chapitre
L1/POLYNOME.PDF.

Le théoreme n'affirme pas que la somme des sous-espaces propres donne E tout entier. C'est
d'ailleurs un obstacle a la diagonalisation. Les conditions de diagonalisation sont étudiées au I1-6.

COROLLAIRE
Toute famille de m vecteurs propres associés a m valeurs propres deux a deux distinctes forme une
famille libre.

EXEMPLE :
QO Pour tout n, la famille (1, cos(x), cos(2x), ..., cos(nx)) forme une famille libre. En effet, chaque
fonction est vecteur propre de l'opérateur D? (dérivée seconde) avec des valeurs propres distinctes.

PROPOSITION
O Tout sous-espace propre E; d'un endomorphisme u est stable par u. Si v commute avec u, alors
E,. est stable également par v.

Démonstration :
Q) E, est stable par u :
X e Ex=u(X) =AxetAx € E,
= u(x) € Ey

U E, eststableparvsivou=uoV:
X € Ex = u(x) = Ax
= v(u(x)) = Av(x) = u(v(x))
=Vv(x) € E,

5- Propriétés du polyndme caracteristique
On a appelé polynéme caractéristique d'un endomorphisme u le polyndme y,(X) = det(X Id — u). Le

polyndme caractéristique d'une matrice M élément de M, (K) est ym(X) = det(Xl, — M). Les racines
de ces polynémes sont les valeurs propres de u ou de M. Deux matrices semblables ont évidemment
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mémes valeurs propres, puisque le déterminant de deux matrices semblables est le méme. Si M est
semblable a N, ona:
det(M — XI,,) = det(P(N — XI,)P%) = det(P) det(N — XI,) det(P*) = det(N — XI,)

Le déterminant d'une matrice étant égal a celui de sa transposée, on déduit également la proposition
suivante :

PROPOSITION :

La transposée d'une matrice posséde les mémes valeurs propres que la matrice elle-méme.

Il 'y a un rapport entre I'ordre de multiplicité des valeurs propres en tant que racine du polynéme
caractéristique et la dimension du sous-espace propre correspondant :

PROPOSITION

L'ordre de multiplicité de la valeur propre A est supérieur ou égal a la dimension g du sous-espace
propre.

Démonstration :
Q Si on choisit une base de E en prenant une base du sous-espace propre, complétée en une base de
E, la matrice de u possédera g A sur la diagonale. On aura, par blocs :

(Mg B
'V"(o C)

Le polyndme caractéristique est alors égal a (A — X)? det(C — XI). Il se peut que A soit également
racine de det(C — XI), de sorte que son ordre de multiplicité est au moins g.

PROPOSITION
Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, alors le polynéme caractéristique de la restriction de
u a F divise le polyndme caractéristique de u.

Démonstration :
Q) Si on prend une base de F que I'on compléte en une base de E, la matrice de u dans cette base est,

. - . . A B .
en raison de la stabilité de F par u, triangulaire par blocs, de la forme M = (O C)' Le polyndéme

caractéristique de u est det(Xl, — M), celui de up est det(Xlq — A), ou g = dim(F), et ce dernier divise
le premier puisque :
det(Xl, — M) = det(Xlq — A)det(Xl,q— C)

6- Conditions de diagonalisation

Nous étudions dans ce chapitre des conditions nécessaires ou suffisantes pour qu'un endomorphisme
soit diagonalisable.

PROPOSITION
Soit u un endomorphisme de E. Il y a équivalence entre :

(i) u est diagonalisable

(ii) E est la somme des sous-espaces propres

(iii) Le polynéme caractéristique est scindé, et I'ordre de multiplicité de chaque valeur
propre est égale a la dimension du sous-espace propre.

(iv) Il existe un polyndme annulateur de u, scindé a racines simples.
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(v) Le polynéme ] (X — 1) est le polyndme annulateur minimal de u.
AeSp(u)

Un polynéme est scindé s'il se factorise en facteurs du premier degré (éventuellement avec
multiplicité des racines).

Démonstration :

Q (i) = (i), (i), (iv), (v). Supposons u diagonalisable. Alors il existe une base de vecteurs propres.
Si I'on regroupe c6te a cOte les vecteurs propres ayant méme valeur propre, et si la valeur propre A;
apparait k; fois, la matrice de u dans cette base est diagonale par blocs de la forme

Ml 0 .. 0
0 Noliy . O

ou I, est une matrice identité k;j x ki. On peut alors verifier par le calcul les points suivants :

e La recherche du sous-espace propre Ker(u — Aild) donne précisément le sous-espace vectoriel
engendré par les vecteurs de base de valeur propre ;. Cet espace est donc de dimension ki, et
comme k; + ko + ... + k; est égal a I'ordre de la matrice et donc a la dimension de E, on a:

dim(E) = dim(E,,) + dim(Ey,) + ... + dim(Exp)
etdonc E = E,,®E,®..® Exp

- k k k

e Le polyndme caractéristique vaut det(Xld — u) = (X — &1) (X — A2) 2..(X — Ap) P, donc le

polyndme caractéristique est scindé et I'ordre de multiplicité k; de la valeur propre A; est égal a la
dimension du sous-espace propre.

p
e On vérifiera enfin que [ (X — A;) est un polyndme annulateur de I'endomorphisme. En effet,
i=1

chaque matrice M — A;l, possede des 0 a la place des A;. Ce polyndme annulateur est scindé a
racines simples. Si on enleve le i-éme facteur, il cesse d'étre annulateur car son application sur M

p
gardera une diagonale non nulle dans le i-éme bloc. [] (X — A;) est donc bien le polyndme
i=1

annulateur minimal de u.

Réciproquement :
Q (i) = (i) Si E est somme des sous-espaces propres, il suffit de prendre dans chaque sous-espace
propre une base pour obtenir ainsi une base de E.

Q (iii) = (ii)) Si n est la dimension de E et si le polynbme caractéristique s'ecrit
(X - xl)kl...(x — xp)kp, onan=Kk;+...+Kkpcar le degre de det(XId — u) est égal au nombre de X sur
la diagonale du déterminant et est donc égal a la dimension de I'espace E. Si on suppose en outre
que dim E;. = kj alors dim(E) = dim(E;,) + dim(E;,,) + ... + dim(Ekp) doncE=E, ®E,®..® Exp
et on obtient (ii).

Il'y a donc équivalence entre (i), (ii) et (iii)

-17 -



Q (v) = (iv) est trivial puisque J] (X —A) est scindé a racines simples.
AeSp(u)
Q (iv) = (v). Soit P = (X — &1)...(X — Ap) un polyndme annulateur de u, a racines distinctes. On a
donc :
0=P(u)=(u—21ld) o (u—2zld) o ... o (U—2Apld)

Si I'un des A; n'est pas une valeur propre, alors u — A;ld est inversible, et en composant par son
inverse, on obtient un autre polyndme annulateur sans le facteur X — A;. En procédant ainsi pour tout
Ai qui n'est pas une valeur propre, on se ramene a un polyndme annulateur dont toutes les racines

sont des valeurs propres. Le produit [ (X —2) est alors un multiple de ce dernier polyndme et est
AeSp(u)
donc a fortiori annulateur de u.
Par ailleurs, toute valeur propre A soit nécessairement figurer parmi les racines de tout polynéme
annulateur P. En effet, si x est vecteur propre (non nul) de u pour la valeur propre A, ona:
0 =P(u)(x) = P(L)x
donc P(A) =0

On ne peut donc enlever le moindre facteura [] (X —2), qui est donc bien le polyndme annulateur
AeSp(u)

minimal de u.

Il'y a donc équivalence entre (iv) et (V).

QO v) = ii). Cest I'implication la plus délicate. Nous donnons trois démonstrations possibles. On

utilise seulement le fait que [ ] (X — ) est annulateur de u :
AeSp(u)

Démonstration 1 :
O Montrons d'abord le lemme suivant : soit A un polyndme de la forme (X — 1)B(X) avec B(A) = 0,
alors Ker(A(u)) = Ker(u — A1d) ® Ker(B(u)).
La somme est en effet directe : si x appartient a Ker(u — Ald) n Ker(B(u)) alors u(x) = Ax et
B(u)(x) = B(A)x. Par ailleurs x appartient a Ker(B(u)) donc B(u)(x) = 0 donc B(A)x = 0, et puisque
B(A) #0,x=0.
La somme est incluse dans Ker(A(u)). En effet, si x e Ker(B(u)), alors B(u)(x) = 0 et, a fortiori,
((u—=Ald) o B(u))(x) =0, donc A(u)(x) = 0. Donc Ker(B(u)) < Ker(A(u)). Si x € Ker(u — Ald), alors
(u—Ald)(x) =0, a fortiori, (B(u) o (u — Ald))(x) = 0, donc A(u)(x) = 0. Donc
Ker((u — Ald) < Ker(A(u)). Puisque Ker(B(u)) < Ker(A(u)) et Ker((u—Ald) < Ker(A(u)), il en est
de méme de la somme.
Ker(A(u)) est incluse dans la somme. En effet, la division euclidienne de B(X) par X — A donne
B(X) = (X-=21)Q(X) + B(A), donc, B(u) = (u — Ald) o Q(u) + B(A)Id. Pour tout vecteur x de
Ker(A(u)), onadonc:

B(u)(x) = ((u - Ald) o Q(u))(x) + B(A)x

-1 ~((u-—
= XTEm (BU)(X) = ((u—2ld) o Q(u))(x))
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Or on a A(u)(x) =0 = ((u — Ald) o B(u))(x)). Donc B(u)(x) appartient a Ker(u — Ald). De méme
((u—Ald) o Q(u))(x) appartient a Ker(B(u)) car :
(B(u) o (u—2ld) o Q(U))(x) = (Q(u) o A(u))(x) =0
donc x e Ker(u—Ald) + Ker B(u), donc Ker(A(u)) < Ker(u — Ald) + Ker B(u).
Finalement, Ker(A(u)) = Ker(u — Ald) © Ker B(u).

O Considérons maintenant un polyndme P = (X — A1)...(X — X&), les A; étant distincts, et montrons
p

par récurrence sur p que Ker(P(u)) = @ Ker(u — Ajld). Pour p = 1, P(u) = u — Mld et I'égalité
i=i

Ker(P(u)) = Ker(u — A41d) est triviale. Si la relation est vraie au rang p — 1, prenons A = P, L = A,
B = (X —A1)...(X — Ap-1) (avec donc B(1) = 0) et appliquons le lemme precedent. On a :

Ker(P(u)) = Ker(B(u) © Ker(u — A,ld)
Il suffit d'appliquer I'nypothése de récurrence sur B pour conclure.
Une démonstration plus générale de ce résultat est donné dans le 11l sous le nom de théoréme de
décomposition des noyaux.

Si P est de plus un polyndme annulateur de u, alors Ker(P(u)) = E. Cela montre que, si [ (X - 1)
AeSp(u)

est un polyndme annulateur P de u alors E = @D Ker(u — Ald), somme directe de sous-espaces
AeSp(u)

propres.

Démonstration 2 :
O On remarque que, u et v étant deux endomorphismes, alors :

dim(Ker(v o u)) < dim(Ker(u)) + dim(Ker(v))
En effet, notons F = Ker(v o u). Le théoréeme du rang donne appliqué a la restriction ulr de u a F
donne :

dim(F) = dim(Im(ul)) + dim(Ker(ulg))
Or Im(ulg) est inclus dans Ker(v), et Ker(u|e) est inclus dans Ker(u), d'ou le résultat. Par récurrence,
ona:

dim(Ker(f; o f2 0 ... o fp)) <dim(Ker(fy o f2 o ... o f_1)) + dim(Ker(fy))

< dim(Ker(fy)) + ... + dim(Ker(fy))

Appliquons ce résultat a (u — A1ld) o ... o (u—Apld) = 0, ou les A; sont les valeurs propres de u. On a
alors :

dim(Ker((u — As1ld) o ... o (u—2pld))) < dim(Ker(u — A41d)) + ... + dim(Ker(u — A,1d))
mais comme (U — Aqld) o ... o (U — Apld) = O par hypothése, Ker((u—A1ld) o ... o (u—Apld)) = E, et
par ailleurs, les Ker(u — Aild) sont les sous-espaces propres E;_. On obtient donc :

dim(E) <dim(Ey)) + ... + dim(Ekp)
mais on sait par ailleurs que ces sous-espaces propres sont en somme directe, et donc leur somme

est de dimension inférieure ou égale a dim(E). Les deux membres sont donc égaux, et u est
diagonalisable.

Démonstration 3 :

0 Montrons que tout x se décompose en une somme X = X1 + ... + Xp, Xi € Ker(u — Aild), les A; étant
les valeurs propres distinctes de u. Cherchons d'abord quelle forme doivent nécessairement prendre
les x;, en supposant que la décomposition existe. Si on applique la fonction
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(u—=2qld) o ... o (U—Aj1ld) o (U—Ajs1ld) o ... o (U—Apld)
aux deux membres, on obtient (revoir la troisieme démonstration du fait que les sous-espaces
propres sont en somme directe) :
((u=2gld) o ... o (U—=Aiald) o (U—Ajs1ld) o ... o (U—Apld))(X) =
(A — A1) (Mi = M) (M — Aisn) . (hi — An) Xi
donc nécessairement :
(U=21ld) o ... o (U=Aj1ld) o (U= Aix1ld) o ... o (U—Apld) (x)
(M = A1) (M = Aica) (M = Ao (i — Ap)
o~ _ _ (X =) (X =2 (X = Ajsn).. (X = Ap)
Réciproquement, posons donc L;i(X) O ) O 2t 1) O o) s kp)' et prenons
Xi = Lj(u)(x). On a bien x; € Ker(u — A;ld) car :
) N — ) (U=24ld) o ... o (U=Aj1ld) o (U= Aj+1ld) o ... o (U= Apld) )
(U= Aald)) = ((u =) o (i = 22)ore O — 2t D)0t — eten) oo Ooi — o) )
et au numerateur, on reconnait I'endomorphisme (u — A41d) o (U — A2ld) o ... o (U — Apld) qui, par
hypothese, est nul.

Xi =

p p
Il reste a vérifier que, pour tout x, la somme des x; vaut x, ou que Y_ L;(u)(x) = x, ou que > Lij(u) = Id
i=1 i=1

p
. I suffit pour cela de montrer que Y. Li(X) = 1. On remarque que Li(Ai) = 1 et que Li(A;) = 0 si j = i.
i=1
p
Le polyndme Y Li(X) — 1 admet donc les p racines distinctes A4, ..., A, et est de degré au plus p — 1,
i=1
i p
donc il est nul. Donc D Li(X) = 1.
i=1

La propriété (iv) est trés puissante. Soit u un endomorphisme tel que u®> — 7u + 61d = 0. u annule le
polyndme X3 — 7X + 6 qui se factorise sous la forme (X — 2)(X — 1)(X + 3). On sait donc que u est
diagonalisable, I'ensemble des valeurs propres étant une partie de {-3, 1, 2}.

EXEMPLE :

8 0 9

aQmMm-= [3 -1 3]. On pourra vérifier que M annule le polyndme (X — 2)(X + 1). Donc M est
-6 0 -7

diagonalisable.

On insistera sur le fait que la propriété (iv) exige que le polyndme soit scindé a racines simples. Si
le polynbme est seulement scindé, I'endomorphisme n'est pas nécessairement diagonalisable. On
peut cependant montrer qu'il est trigonalisable, i.e. il existe une base dans lagquelle la matrice de u
est triangulaire. Pour cela, voir la section 1I-7 et la section I11-5.

La négation de la propriété (iii) indique pour quelles raisons un endomorphisme n'est pas
diagonalisable :
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e Sur R, il se peut que u ait des valeurs propres complexes et non réelles, autrement dit, le

polyndme caractéristique n'est pas scindé. Par exemple, si u? + Id = 0, alors les valeurs propres
vérifient nécessairement A%+ 1 = 0, ce qui prouve qu'il n'y a pas de valeurs propres réelles. Si on
se place sur C, alors il y a deux valeurs propres potentielles : i et —i. u est dailleurs

diagonalisable sur C puisqu'il y posséde un polynéme annulateur scindé a racines simples. Ainsi,

la possibilité de diagonalisation dépend du corps de base sur lequel on se place. Il est clair que le
spectre de u dans R, ensemble des solutions dans R du polynéme det(X Id — u) = 0, est inclus

dans le spectre de u dans C, ensemble des solutions dans C du méme polynéme.
EXEMPLES :
cos(0) —sin(0)

Q Diagonaliser M = (sin(e) cos(0)
Le polyndme caractéristique vaut X? — 2cos(0)X + 1. Il ne posséde pas de racine sur R.. Il n'est donc
pas diagonalisable sur R. Si on se place sur C, les racines sont e"°. Le sous-espace propre associé a

), avec 0 = k.

i . . 1 s
la valeur propre €' est la droite de vecteur directeur (—i)' Le sous-espace propre associé a la valeur
_io : . 1 . : (€0
propre € " est la droite de vecteur directeur i) M est diagonalisable sur C, semblable a 0 e

. 11
et la matrice de passage est ey

101
Q Diagonaliser la matrice M= 110
011

Le polyndme caractéristique vaut det(M — X1) = — X3+ 3X?> - 3X + 2= — (X = 2)(X* = X +1)

Si le corps de base est R, alors seule 2 est valeur propre, avec seulement une droite de vecteurs

propres. M n'est donc pas diagonalisable.

Si on se place sur C, les valeurs propres sont 2, %— %E ou % + %E donnant chacune une droite
comme sous-espace propre. Disposant de trois vecteurs propres, I'endomorphisme est diagonalisable
sur C.

e Supposons maintenant que le polyndme caractéristique soit scindé, et admette donc n valeurs
propres comptées avec leur ordre de multiplicité, ou n = dim(E). Pour chaque valeur propre, son
ordre de multiplicité est supérieur ou égal a la dimension du sous-espace propre correspondant. Il
est possible qu'il lui soit strictement supérieur, augquel cas u n'est pas diagonalisable. Ainsi, si A
est valeur propre double, on souhaite trouver un plan de vecteurs propres. Mais si on ne trouve
gu'une droite, il manguera au moins un vecteur pour former une base de vecteurs propres.

EXEMPLE :

7 -11 -2
U Diagonaliser la matrice M = [3 -1 6]
-1 1 6
Le polyndme caractéristique vaut : det(M — Xl3) = — X3 + 12X? — 256 = — (X + 4)(X — 8)?
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Sous-espace propre associé a la valeur propre 8. On résout le systéme :

X —X—-11y-2z=0 -0
(M-8l)|Y| =0 —3x—9y—6220@[y

z —X+y-22=0 x+22=0
2
Il s'agit de la droite vectorielle engendrée par | O |. La valeur propre étant double, il manquera un
-1

vecteur.

Sous-espace propre associé a la valeur propre —4. On résout le systeme :

X 11x-11y-2z=0 Y =
(M+4L) |y |=0«<| 3x+3y—-62=0 @[Z:%
z —X+y+10z=0

1
Il s'agit de la droite vectorielle engendrée par [1]
0

La somme des sous-espaces propres étant de dimension 2, la matrice n'est pas diagonalisable.

Voici, pour terminer ce paragraphe des conditions suffisantes (et non plus nécessaires et
suffisantes) pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable.

PROPOSITION :

Soit u un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension n. Si u admet n valeurs propres
distinctes, alors u est diagonalisable.

Démonstration :

Q 1l existe n sous-espaces propres, tous de dimension supérieure ou égale a 1. La dimension de la
somme est donc supérieure ou égale a n. Comme elle ne peut excéder celle de E, la dimension de la
somme est exactement égale a n, chaque sous-espace étant de dimension 1. La somme est donc bien
égale a E et u est diagonalisable.

La formulation de la proposition précédente est évidemment équivalente a la suivante :
PROPOSITION :

Si le polynéme caractéristique de u est scindé et ne possede que des racines simples, alors u est
diagonalisable.

Onaenfin :
PROPOSITION

(1) Soit u diagonalisable et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors la restriction
de u a F est diagonalisable.

(i1) Soient u et v deux endomorphismes de E diagonalisables et qui commutent. Alors il
existe une base commune de vecteurs propres.

Démonstration :
Q (i) : uannule un polynéme scindé dont toutes les racines sont simples. Il en est a fortiori de méme
de ule qui annule le méme polynéme.
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Q (ii) : On décompose E en la somme des sous-espaces propres de u. Comme u et v commutent,
chacun de ces sous-espaces vectoriels est stable par v. D'apres le (i) appliqué a v, la restriction de v a
chacun de ces sous-espaces propres est diagonalisable. On prend dans chagque sous-espace propre de
u une base de vecteurs propres de la dite restriction. La réunion de ces bases forme une base de E
qui est constituée de vecteurs propres a la fois de u et de v.

7- Condition de trigonalisation

PROPOSITION :
Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si son polynéme caractéristique est scinde.

Démonstration :

Q Si u est trigonalisable, il existe une base dans laquelle la matrice de u est triangulaire. Si sa
diagonale porte les coefficients Ay, ..., An, alors xu(X) = (X — A1)(X = A2)...(X — &) qui est scindé
(éventuellement a racines multiples si plusieurs A; coincident).

O Montrons la réciproque par récurrence sur la dimension de I'espace E. Si dim(E) = 1, il n'y a rien
a montrer. Supposons que la proposition est montrée pour les espaces vectoriels de dimension n — 1.
Soit E de dimension n et u un endomorphisme dont le polynéme caractéristique est scindé. Il
posseéde donc au moins une valeur propre A;. Soit e; un vecteur propre associé. Complétons e; en
une base (ey, €, ..., ). Soit F = Vect(ey, ..., €,) €t p le projecteur sur F parallelement a la droite
Vect(ey). Soit enfin v =p o ur € L(F). La matrice de u dans la base (ey, €, ..., &) est de la forme :
A B

M= ( 0 0)
ou B est une ligne de n — 1 coefficients, C n'est autre que la matrice de v dans la base (g, ..., €n), &
gauche de laquelle se trouve une colonne de 0. On a donc :

xu(X) = (X = A1)x(X)
et comme 1y, est scindé, y, l'est également. D'apres I'nypothése de récurrence, v est trigonalisable et
il existe une base (ey, ..., ey) de F dans laquelle la matrice T de v est triangulaire. Pour tout i > 2, on
décompose ensuite u(e;) sur Vect(e;) ® F:

3 o, u(ej) = aier + (p o u)(ei) = aier + v(ei)
La matrice de u dans la base (e, ..., en) est alors (761 f.lf) ou o est la ligne (o ... o), et cette matrice

est bien triangulaire.

Dans le I1I-5, on montre un resultat plus général : s'il existe un polynéme annulateur scindé de u,
alors u est trigonalisable. En particulier, u est trigonalisable si et seulement si son polynéme
annulateur minimal est scinde.

CONSEQUENCES :
Q Sur C, tout polynébme est scindé, donc tout endomorphisme sur un espace vectoriel complexe est

trigonalisable.

O De méme, toute matrice M de M,(C) est trigonalisable dans C. Comme le polyndme

caractéristique ou la trace sont invariants par changement de base, en raisonnant sur la matrice
trigonalisée T, on voit que :
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2(X) = 2+(X) = H (X )

ou les A; sont les coefficients sur la diagonale de T. Ces coefficients étant les racines de ym sont les
valeurs propres de M.

n
Tr(M) =Tr(T) =D A ou Tr désigne la trace.
i=1

det(M) = det(T) = [T M
i=1

deg(ym) =n
En développant le polynéme caractéristique, on a en particulier :

wm(X) = X" = Tr(M)X" ™ + ... + (-1)" det(M)

Dans le cas ou M est réelle, les formules précédentes sont valides a condition de calculer ses valeurs
propres dans C. Plus généralement :

n
Tr(M?) =Tr(T) =Y A% car la matrice T? a pour coefficients diagonaux les A2
i=1
n
Tr(M®*) =Y A3 etc...
=

[Il : Réduction des endomorphismes

La lecture de cette partie nécessite de connaitre les notions arithmétiques des polynémes, données
dans le chapitre LI/ARITHMTQ.PDF : PGCD de deux ou de plusieurs polynémes, définition de
polynébmes premiers entre eux deux a deux ou premiers entre eux dans leur ensemble, l'identité de
Bézout.

EXEMPLE :
OP=(X-2*%X-1)etQ=(X+3)(X-2)(X—-1). LePGCD de PetQest D= (X—2)(X-1).
L'identité de Bézout énonce qu'il existe A et B tels que :
D=AP+BQ
= (X-2)(X=1)=(X -2 (X-1A+ (X +3)(X-2)(X-1)B
o 1=(X-2A+(X+3)B

Il suffit de prendre A = — % etB= %

On s'intéresse dans cette partie au moyen de réduire un endomorphisme en décomposant I'espace
vectoriel en une somme de sous-espaces vectoriels stables, en particulier lorsque le polynéme
annulateur n'est pas scindé. En prenant une base compatible avec cette décomposition, on obtiendra
une matrice de I'endomorphisme diagonale par blocs.

1- Théoréme de décomposition des noyaux

Nous avons vu dans la section I-1 que, pour tout polyndme P, Ker(P(u)) est stable par u, puisque
P(u) commute avec u.
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THEOREME
Si un polynéme P se factorise sous la forme P = P1P,...Py avec les P; premiers entre eux deux a deux,
alors :

Ker(P(u)) = Ker(P1(u)) @ Ker(P,(u)) @ ... ® Ker(Pk(u))

On obtient ainsi une décomposition de Ker(P(u)) en la somme de sous-espaces vectoriels stables
plus petits. Ce théoreme est particulierement intéressant lorsqu'on I'appliqgue a un polyndéme
annulateur de u puisque Ker(P(u)) donne alors E tout entier.

Démonstration 1 :
On procede par récurrence sur k. Commencons par le cas k = 2, avec P = P;P,. On utilise l'identité
de Bézout. Puisque P1 A P, = 1, il existe A et B tels que 1 = AP; + BP..
O La somme Ker(Py(u)) + Ker(Py(u)) est directe. En effet, si x est élément de
Ker(P1(u)) n Ker(P,(u)). L'identité de Bézout, appliquée a u donne :

ld = (AP1)(u) + (BP2)(u) = A(u) o P1(u) + B(u) o Po(u)
Puis appliquée a x, on obtient :

X = A(U)(P1(u)(x)) + B(u)(P2(u)(x)) = 0 car P1(u)(x) = P2(u)(x) = 0

QO Ker(P1(u)) et Ker(P2(u)) sont inclus dans Ker(P(u)). En effet, soit x € Ker(P1(u)), alors :
P1(u)(x) =0
donc 0= (P2(u) o P1(u))(x) = (P2P1)(u)(x) = P(u)(x)
donc x e Ker(P(u)).
De méme si x € Ker(P(u)).
Puisque chacun des deux sous-espaces vectoriels est inclus dans Ker(P(u)), il en est de méme de la
somme.

QO Ker(P(u)) est inclus dans Ker(P1(u)) + Ker(P»(u)). Soit x élément de Ker(P(u)). L'égalité
Id = A(u) o P1(u) + B(u) o Po(u)

donne cette fois :
X = A(U)(PL(u)(x)) + B(u)(P2(u)(x))

avec A(u)(P1(u)(x)) élément de Ker(P,(u)) et B(u)(P2(u)(x)) élément de Ker(P1(u)). En effet :
P2(u)(AU)(P1(u)(x))) = A(U)((P1P2)(u)(x)) = A(u)(P(u)(x)) = 0 car P(u)(x) = 0

On procéde de méme pour B(u)(P2(u)(x))

O Supposons maintenant la propriété vraie pour k — 1 facteurs P; et montrons-le pour P = P41P,...Px.
Remarquons s'abord que, si les P; sont premiers entre eux deux a deux, alors Py est premier avec
P1...Pc1. En effet :

PiAPk=1=3A;etBy, BiP1 =1 - AP

PoAPk=1=3 AetB,, BoP, =1 - APy

PiiAPr=1=3 Ac1et B, BiiPr1 =1 - A 1Pk
= Bi...Bk1P1...Px1 = (1 — A1Py)...(1 — A 1Px) de la forme 1 — APy en développant
= Pl...Pk,l AN Pk =1
puisque P;...Px 1 et Py Vérifient l'identité de Bézout APy + B;...By 1P;1...Pc 1 = 1.
Dés lors :
Ker(P(u)) = Ker((P;...Px_1(u)) ® Ker(Pk(u))
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en appliquant le cas du produit des deux

polyndmes premiers entre eux P;...Py 1 et Py.
= Ker(P1(u)) @ Ker(P,(u)) @ ... ® Ker(Px(u))

en appliquant I'hypothese de récurrence.

Démonstration 2 :
Q Soit P = P;...Py avec les P; premiers entre eux deux a deux. Pour i € [[1, k ], posons :

Hi = Pl...Pi_1Pi+1...Pk
Les IT; sont premiers entre eux dans leur ensemble. En effet, dans le cas contraire, un polynéme
irreductible D divisant Iy, ..., Ik devra diviser I'un des P;, mais dans ce cas, il ne peut diviser IT; qui
ne possede pas le facteur P; et dont les autres facteurs Pj, j # i, sont premiers avec D. D'ou une

k
contradiction. D'apres l'identité de Bézout, il existe des polynémes Qg, ..., Qx tels que > QiIT; = 1.
i=1

Q Soit p; I'endomorphisme Qj(u) o IT;i(u) restreint a Ker(P(u)). p; étant un polynbme en u commute
avec P(u), donc laisse Ker(P(u)) stable. On a:

k
2. Pi = ldkerp(w)
i=1

pioijOSiiij
pi® = pi pour tout i,
En effet :

K K K
e > pi = ldkerpy résulte de > Qill; = 1 et donc de )’ Qi(u) o ITi(u) = Id.
i=1 i=1

i=1
e pjop;=0car, pouri=j, QIT;Qill; est divisible par P car il contient tous les facteurs Py, ..., Py.
Donc il existe R tel que QILQili = PR, donc p; o p; est la restriction a Ker(P(u)) de
(QIITQ;IT;)(u) qui est égal a R(u) o P(u), et qui est donc nul sur Ker(P(u)).
k

e Enfin, en composant Y. pi = ldkerp(y par pi, on obtient pi’ = pi, puisque PiopPi=0sij=i.
i=1

k
U On en déduit que Ker(P(u)) = O] Im(pi).
i=1
La somme des Im(p;) est directe car si on a une somme pi(X1) + ... + px(Xk) = 0, alors, en composant
par pi, on obtient pi°(x) = O (les autres termes s'annulant du fait que pj o pi = 0 si i=]), donc
pi(x) = 0 car pi* = pi.
k
L'inclusion & Im(p;i) < Ker(P(u)) est triviale du fait de la stabilité de Ker(P(u)) par les p.
i=1
k k
Réciproquement, Ker(P(u)) < O] Im(pi) car Y pi = ldkerpwy- EN appliquant cette égalité a tout
i=1 i=1

k

k
vecteur x de Ker(P(u)), on obtient x = >’ pi(x) donc x e &) Im(p;).
i=1 i=1

Q Enfin, on obtient le théoréme de décomposition des noyaux en vérifiant que Im(p;) = Ker(Pi(u)).
De fait, pour tout x de Ker(P(u)) :
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(Pi(u) o p)(X) = (PiQILT)(U)(x)
= (QiP)(U)(x) car PilT; = P
= Qi(u)(P(u)(x)) =0
donc VX, pi(x) € Ker(Pi(u))
donc Im(p;) < Ker(P;(u)).
Inversement, si x € Ker(Pi(u)), alors ITj(u)(x) = 0 pour tout j = i car Ij possede le facteur P;, et pour
la méme raison P(u)(x) = 0. Donc (Qj(u) o ITj(u))(x) = 0 et x € Ker(P(u)), ce qui signifie que

K
pj(x) = 0. Donc, puisque Y pi = ldkerp)) :
i=1

k
X = 121 Pi(x) = pi(X) € Im(pi)
Donc Ker(Pi(u)) < Im(p;).

EXEMPLES :

: 5-1 N . .
Q Soit M = (3 1 ) associé a I'endomorphisme u dans la base canonique de K&.

Soit P = X2 — 6X + 8 = (X — 2)(X — 4). On vérifiera que P(M) = 0.
Ker(P(u)) = K°

. , 1
Ker(u — 21d) est la droite engendree par (3)

. , 1
Ker(u — 41d) est la droite engendree par (1)

: 1Y\1 . 20
Les deux sous-espaces sont en somme directe. Dans la base (3)(1) la matrice de u est (0 4).

-7 3 -2
Q Soit M = [13 6 3] associé a I'endomorphisme u dans la base canonique de K.
14 55
Le polyndme caractéristique de M est P = X3 — 4X% + 5X — 2 = (X — 2)(X — 1)% P est donc
annulateur de M d'aprés le théoréme de Cayley-Hamilton. On vérifiera que ce n'est pas le cas du
polyndme (X — 2)(X — 1). Prenons P; = X — 2 et P, = (X — 1)2.
Ker(P(u)) = K puisque P(u) = 0.

X -9 +3y—-2z=0 ;= _3x
Ker(u — 2Id) est I'ensemble des | Y | vérifiant| —13x+4y-37=0 & [ y = . Il s'agit de
- =y
z 14x-5y+3z=0

1 1 1
la droite engendrée par[ 1 ] Ona M[ 1 ] = 2[ 1 ]
-3 -3 -3

1\(0
Ker((u — Id)?) est le plan d'équation —3x + y —z = 0, de base par exemple (3] (1] Ona:

G- h
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0 1
{13
1 0
1Y1)/0 200
La matrice de u dans la base [ 1 ][3] [1] est [0 2 1]. On a réduit la matrice de u en une matrice
-3/\0/\1 0-10

diagonale par blocs. En fait, comme le polynbme caractéristique est scindé, on sait que M est
trigonalisable. Ici on peut choisir une base plus judicieuse de Ker((u — Id)?) pour rendre le bloc 2 x 2
inférieur droit triangulaire, comme on le verra dans le 1l1-5.

2- Décomposition de E en sous-espaces stables

Une méthode pour décomposer E en sous-espaces stables par I'endomorphisme u est donc la
suivante :

i) Déterminer un polynéme P annulateur de I'endomorphisme u, par exemple en calculant
P(X) = det(X Id — u) (théoréme de Cayley-Hamilton)

ii) Factoriser ce polyndme en produit de facteurs irréductibles distincts R, ..., Ry de sorte
queP=R" xR 2 x .. Ry ™

iii) Poser Py = Ry, P, = Ry'%, ... Pn = R ™ Les P; sont premiers entre eux deux & deux, et :

E = Ker(P(u)) = Ker(P1(u)P2(u)... Pn(u))

m
de sorte que E = @ Ker(P;(u)).
i=1

Cette méthode échoue si m = 1, autrement dit si P est puissance d'un facteur irréductible. C'est par
exemple le cas des endomorphismes v nilpotents, pour lesquels il existe une puissance p telle que
W =0.

3- Diagonalisation
Nous retrouvons un premier résultat sur la diagonalisation. S'il existe un polyndme annulateur de u
scindé a racines simples, P = (X — A1)...(X — A), alors u est diagonalisable. En effet, la méthode
précédente conduit directement a :

E = Ker(u—2A1l) @ Ker(u—2A,l) @ ... @ Ker(u — Anl)
et si on prend une base de chacun de ces sous-espaces vectoriels, alors la matrice de u sera de la

AL O .. 0O
Ay... O | . . :
forme ou les Ag sont des blocs diagonaux ayant des A, sur la diagonale.
O .. OAn

4- Cas des endomorphismes nilpotents

Un endomorphisme nilpotent v vérifie v° = 0 pour une certaine puissance de p. Un polynéme
annulateur est donc XP. La méthode du 111-2 ne permet donc pas de décomposer E en somme directe
de sous-espaces vectoriels stables. Cependant, il existe une suite croissante de sous-espaces
vectoriels stables. Soit p la plus petite puissance de v qui s'annule. On vérifiera facilement que :
{0} = Ker(v) c Ker(V*) = ...c Ker(\*) = E

En fait, les inclusions précédentes sont strictes. En effet, si jamaison a :

Ker(v") = Ker(V***) avec k < p
alors :

x e Ker(V*"?) = v**3(x) = 0
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= Vv v(x)) =0

= v(x) e Ker(V*"})

= v(x) e Ker(v¥)

=Vv*(x)=0

= X € Ker(v
donc Ker(V*%) < Ker(v*'), et donc Ker(v*?) = Ker(V*"') = Ker(v"), puis, par récurrence
Ker(v¥) = Ker(v*) = E, ce qui contredit la minimalité de p.

k+l)

On prend alors une base de Ker(v), complétée en une base de Ker(v?), ... complétée en une base de
Ker(v"). Du fait que, si x appartient & Ker(v¥), son image par v appartient & Ker(v*), on obtient donc
une matrice par blocs ayant la forme suivante :

OA..

OOB..

0..0C

00..0
Inversement, on vérifie facilement que toute matrice de cette forme est nilpotente.
Dans la section Exercices, on définit la décomposition de Jordan, ou la matrice de
I'endomorphisme nilpotent est constituée uniquement de 0, sauf sur la diagonale immédiatement au-
dessus de la diagonale principale, ou I'on trouve des 0 ou des 1.

5- Trigonalisation

PROPOSITION
Soit u un endomorphisme possédant un polyndme annulateur (par exemple son polynéme
caractéristique ou son polynédme minimal) scinde.

(i) Alors u est trigonalisable.

(it) De plus, u est la somme d'un endomorphisme diagonalisable et d'un endomorphisme
nilpotent, ces deux endomorphismes commutant I'un avec l'autre. Cette décomposition est unique.
(décomposition de Dunford ou de Jordan-Chevalley).

Le (i) généralise une proposition comparable vue plus haut, prouvée seulement dans le cas ou le
polyndme annulateur était le polynéme caractéristique.

Démonstration :

. . P ki « N -
Q (i) : Soit P(X)=]] (X—2i)"' un polyndme annulateur de u, ou les A; sont distincts. Posons
i=1
ki . .
Pi= (X —X\) ' et Ej = Ker(Pi(u)). Les P; étant premiers entre eux deux et le produit des P; s'annulant
sur E, on en déduit que E est la somme directe des E;, en appliquant le théoréeme de décomposition
des noyaux.

Notons v la restriction de u — Aild a I'un de ces sous-espaces E;. Alors vki = 0, donc v est nilpotent.
Or nous avons vu dans le IlI-4 qu'il existe une base de E; dans laquelle la matrice de v est
triangulaire supérieure, avec des 0 sur la diagonale. Il en résulte que, dans cette base, la matrice de u
restreinte a E; est triangulaire supérieure avec des A; sur la diagonale, ou encore s'écrit Ail,, + Tj, ou
n; est la dimension de E;. Quand on regroupe les bases des divers E; pour obtenir une base de E, on
obtient une base dans laquelle la matrice N de u est diagonale par blocs, chaque bloc étant de la
forme précedente.
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On a ainsi montré que tout endomorphisme ayant un polynéme annulateur scindé est trigonalisable.

Q (ii) Existence : De plus, comme T; commute avec Ailn,, la matrice N est la somme de la matrice
diagonale D dont les blocs diagonaux sont les Ail,, et de la matrice T dont les blocs diagonaux sont

les Ti. T est alors une matrice nilpotente commutant avec D puisque chaque bloc T; commute avec
le bloc Ail,,. Cette décomposition permet de calculer relativement aisement les puissances de N.

Q (iii) Unicité : Supposons que u = v + w avec v diagonalisable, w nilpotente etvow =w o v. Il en
résulte que v et w commutent avec u. En effet :
UoV=(V+W)oV=VP+WoV=V?+VoW=Vo (V+W)=Vou

et de méme pour w. Donc v et w commutent avec tout polyndme en u, et donc commutent avec les
(u—kild)ki. Donc le sous-espace vectoriel Ej = Ker((u — xild)ki) est stable par v et w. Si on se
restreint a ce sous-espace vectoriel, u — A;ld y est nilpotent puisque sa puissance ki-eme s'y annule.
La restriction de v — Ajld a E; y est la somme (u — A;ld) — w des deux endomorphismes nilpotents
restrictions de u — Aild et w a E;. Ces deux endomorphismes nilpotents commutent entre eux. Or la
somme de deux endomorphismes nilpotents qui commutent dans un espace vectoriel de dimension
finie est nilpotente (voir les exercices de LI/MATRICES.PDF). Donc la restriction de v — A;ld a E;
est nilpotente, et donc admet comme seule valeur propre 0 (son polynéme caractéristique est une
puissance de X). Par ailleurs, I'endomorphisme de E v — A;ld étant diagonalisable et E; étant stable
par v — Aild, sa restriction a E; est diagonalisable. Cette restriction étant a la fois diagonalisable et
n‘admettant que 0 comme valeur propre, il s'agit de I'endomorphisme nul. Donc la restriction de v a
E; est Aild. D'ou l'unicité de v en raisonnant de méme sur chaque E;. v étant unique, il en est de
méme dew =u—v.

EXEMPLES :
-7 3 2

Q On reprend I'exemple de M =| =13 6 -3 | vu plus haut, associé a I'endomorphisme u dans la
14 -5 5

base canonique de K. On a vu que ym = (X — 2)(X — 1) et que Ker(u — 21d) est la droite de vecteur

1
directeur g; = [1 ] et Ker((u — 1d)%) est le plan d'équation —3x + y — z = 0. On Vérifiera que
-3

1
Ker(u—Id) est la droite de vecteur directeur g, = [2 ] g, est a fortiori un élément du plan
-1

0
Ker((u — 1d)?). Prenons &3 dans le plan, non colinéaire & ¢, par exemple &3 = (1] Ona:
1

uer) = 21
U(Sz) =&

-7 3 -2Y0 1
U(es)=|-13 6 3| 1[=|3|=¢+¢;
14 55 /A1 0
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200

La matrice de u dans la nouvelle base est N = [0 1 1} Elle est diagonale par blocs, chaque bloc
001

étant la somme d'une matrice scalaire et d'une matrice triangulaire supérieure nilpotente. On a

200 000
N:D+TavecD:L0 10]etT:[00 1],etDT:TD(:T).
001 000
Revevant dans la base initiale en appliqguant comme il convient la matrice de passage sur D et T, on

-2 1 -1
vérifiera que M est la somme M = A + B de la matrice diagonalisable A = {3 2 lJ et de la

9 314
5 2 -1
matrice nilpotente B = Llo 4 2], et que AB = BA.
5 21
-9-1-83
. , . 4 . 6 3 4-1 .
O Soit u l'endomorphisme de R" de matrice M = 18 1 16 -6 dans la base canonique.
16 0 14 -5

Appliquons la méthode de décomposition précédemment décrite. On vérifiera que le polynéme
caractéristique de la matrice vaut (X — 2)(X — 1)° et que :

0
Ker(u — 21d) est la droite de vecteur directeur g, = _1
2
Ker((u — 1d)*) est I'hyperplan d'équation 4x +y + 3z — t = 0. Plus précisément :
1
: . 0 . .
Ker(u — Id) est la droite de vecteur directeur ¢, = 5 donc M n'est pas diagonalisable
-2

puisque la dimension du sous-espace propre est strictement inférieur a I'ordre de multiplicité de la
valeur propre.

0
-1
Ker((u — 1d)?) est le plan engendré par ¢; et par &3 = 1| u(es) =—¢x + €3.
2
0
1
Ker((u — 1d)*) est I'hyperplan engendré par €, &3 et par €4 = ol U(eq) = 267 — €3 + &4.
1
(€1, €2, €3, €4) forme une base de R*.
200 O
D base, | Il i 01-1 2
ans cette base, la nouvelle matriceest| 55 , 4 |
000 1
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On peut faire un effort supplémentaire en cherchant g3 vérifiant u(ez) = €3 + &, par exemple

0 0
1 . (g -
ea=| _q | puis & verifiant u(es) = &4 + &3, par exemple g4 = 5 | Les quatre vecteurs forment
) )
2000
. 0110 , . . ,
une base, et dans cette base, la matrice de u est N = 0011 |Cest la matrice la plus simple qu'on
0001

puisse trouver pour u. On a:

2000 000 0Y
0100 0010 . 3
N=D+T avec D = 0010 diagonale, T = 0001 nilpotente, et DT =TD
0001 0000/
1 000 /(-10-1-8 3
8 3 6 2| . i -2 0-21 .
M=A+B avec A= 4191 diagonalisable, B = 20 9 18 _7 nilpotente et
8-2-6 3 \24 2 20-8
AB = BA.
7 0 4 1
. , . 4 . 17 -2 10 1 .
Q Soit u l'endomorphisme de R* de matrice | , 5 , _; [ dans la base canonique. Le
-3413-15 3

polyndme caractéristique de u est (X — 2)%(X — 3)?

O Wk

Ker(u — 21d) est la droite de vecteur g; = donc M n'est pas diagonalisable car la

-5
dimension du sous-espace propre est strictement inférieur a I'ordre de multiplicité de la valeur
propre.

0
1
Ker((u — 21d)?) est le plan engendré par ¢ et par ¢, = 1 | ety (€2) = 2, + 3.
-3
3
: 9
Ker(u — 3Id) est la droite de vecteur g3 = 1
-16
0
6
Ker((u — 31d)? est le plan engendré par ; et par g4 = o | et U(eq) = 3e4 — 3es.
-17
2100
. 0200
Dans la nouvelle base, la matrice de u est N = 003-3 |
000 3
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Annexe : Le théoréme de Cayley-Hamilton

Le théoreme de Cayley-Hamilton énonce que :
Si yu(X) = det(X Id — u), alors y,(u) = 0.

L e ) . ) ab .
Ce théoréme est facile a vérifier en dimension 2. En effet, si A = (c d) est la matrice de u, alors :

u(X) = X__Ca X__bd = X2 (a+d)X +ad— bc

Il est alors facile de vérifier que A% — (a + d)A + (ad — bc)l = 0.

Le cas géneral en dimension n est plus délicat. Il convient d'abord de prendre conscience que, si on
définit le polynéme y (X) = det(Xl, — A), il est incorrect de dire que :

x(A) = det(Al, — A) = det(A — A) = det(0) =0
ne serait-ce que parce que le résultat final O est le scalaire 0, alors que le membre de gauche x(A) est
une matrice. Mais il y a une erreur plus profonde. Dans det(XI, — A), le produit de X par I, est un
produit externe de la matrice 1, par I'élément X de K[X]. Il représente donc la matrice

X0..0
0X..0 . N . :
. Remplacer X par A ne revient donc absolument pas a calculer Al qui est un produit

0..0X
interne de deux matrices de M,(K). Le remplacement de X par A dans Xl, pourrait & la rigueur

AO0..0

- ) L. . OA..0 i . .

s'interpréter comme définissant une matrice par blocs , mais cette derniére matrice est
0..0A

un élément de Wlnz(]K) et non de M,(K). Comment alors la retrancher de la matrice A = (a;) qui,

elle, est dans M,(K) ? On peut enfin remarquer que A et sa transposée A ont le méme polyndéme

caractéristique (car le déterminant est le méme pour une matrice et sa transposée) et donc qu'on a
aussi bien y(A) = 0 que x(A") = 0. Or si on calcule x(A") en remplacant de facon erronée X par A’
dans det(Xl, — A), on obtient non pas ¥ (A") = 0, mais det(A" — A) qui est non nul en général.

Dans tous les cas, ces tentatives ne traduisent pas ce que veut dire le théoreme de Cayley-Hamilton.
Celui-ci énonce que l'on calcule d'abord le déterminant det(Xl, — A), puis, ayant obtenu une
expression polynomiale, que I'on remplace X par A. Le calcul matriciel que l'on effectue alors
conduit & la matrice nulle.

Nous donnons dans cette annexe trois démonstrations du théoreme de Cayley-Hamilton

Démonstration 1 :

O On s'appuie sur le théoréeme de trigonalisation du Il1-5 (éventuellement en se placant sur C).
Toute matrice A est semblable, au moyen d'une matrice de passage P, a une matrice triangulaire
complexe T de la forme :

T, 0 .. 0

Ty ...
= OT,..0
O e OTm
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A *oLL

0OAi..* ) ,
avec T; = , matrice d'ordre k;.

0..0
Le polyndme caracteristique de T, et donc de A, est (X — xl)kl(x — kg)kz...(x _ }bm)km. Il sagit donc
de montrer que :
(A= A1) YA — 1) 2 (A= )™= 0
o PT=rD) T =) (T = anl) ™1 =0
& (T T 22) % (T =2y ™ =0,

0*..*
00..%* : . : . :

or T — Ml = est une matrice nilpotente, chaque puissance décalant le triangle
0..00

supérieur d'un rang. Il en résulte que (T; — kil)ki = 0. On en déduit que :

(O © o 0
To- )" .

(T — 2a) est de la forme O (T2 -2l o)
\O .. O(Tp-2D"/
(Ti—22)20 ... o

(T—?»zl)k2 est de la forme O O .. o
\ O .. 0 (Tm—k2|)k2)
M-2h)™ O .0
" O (T2—2 I)km e

(T — Aml) ™ est de la forme N

O . 00

Quand on multiplie ces matrices, on obtient la matrice nulle.

Démonstration 2 :

O On utilise la notion de comatrice, vue dans le chapitre LI/DETERMNT.PDF. Soit A la matrice
de u. Considérons la matrice B(X) = Xl, — A, a coefficients polynomiaux ou méme, si on le souhaite
a coefficients dans le corps K(X) des fractions rationnelles. Considérons également la transposée de

la comatrice de Xl, — A, que nous appellerons C(X), de sorte que B(X)C(X) = det(B(X))I, ou
det(B(X)) n'est autre que yu(X). Rappelons que les coefficients de C(X) étant formés a partir de
sous-déterminants (n — 1) x (n — 1) de B(X), ces coefficients sont donc des polynémes en X. Ainsi :
B(X)C(X) = xu(X)!
Regroupons dans C(X) les termes constants, puis les termes en X, etc..., ce qui revient a ecrire C(X)
sous forme de combinaison linéaire de matrices C; :
C(X)=Co+ XCy+ ... + X"Cry
On a alors, en développant le produit B(X)C(X) :
(X = (XIh = A)(Co + XCq + ... + X" Cpry)
=~ ACy + X(Co—ACy) + ... + X" (Cpo — ACpq) + X"Cps
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Justifions maintenant le résultat suivant :
Si To+ XTy+ ...+ X"T, = Ug + XUy + ... + X"U,, ol les T; et les U; sont des matrices carrés, alors
pour tout i, T; = Uj. En effet, I'égalité precédente implique I'égalité formelle des polyndmes
constituant les termes (i,j) de chacun des deux membres. Les coefficients de ces polynémes sont
donc égaux, ce qui signifie que To = Uy, ... T, = Un.
Supposons que yu(X) = ap + a1X + ... + a,X". On a donc, d'aprés l'identification ci-dessus entre les
coefficients de y,(X)I, et ceux de B(X)C(X)

Aol =— AC

ail,=Co—ACy

an-1lh = Ch2—ACp1
anlh = Cna

Si on multiplie a1, par A, a,l, par A? ..., al, par A" et si on ajoute membre & membre, on obtient :
aly +aA+...+a,A"=0

ce qui est le résultat cherché.

Démonstration 3 :

Soit A € M,(K) et u l'endomorphisme associé a A dans la base canonique. On montre que
va(A) = 0 en montrant que, pour tout V de K", xa(A)V = 0.

Pour un tel V, soit k le plus petit entier tel que (V, AV, A%V.,..., A“V) soit lié.

O Il existe des coefficients ay, ... a1 tels que : AV + a AV + ... + 3V = 0.

En effet, (V, AV, A%V,..., A*V) est lié donc il existe une relation de liaison entre ces vecteurs. Mais
(V, AV, A%V,..., A“?V) est libre. On en déduit que le coefficient de A"V dans cette relation de
liaison est nécessairement non nul. On peut le supposer égal a 1 en divisant la relation de liaison par
ce coefficient.

0 Soit une base de K" dont les k premiers vecteurs sont V, AV, ..., A“*V. On note P la matrice de
passage de la base canonique & cette base, et on pose B = P*AP. Alors B est de la forme :
00..0 —a
10..0 —a;
RT
B'(O U)avecR— 01..0 -
00..1-a
En effet, pour p < k— 1, u(APV) = A"V, etpourp=k—1:
u(AV) = AV = — qpV — ... — a1 AV
d'ou la forme de B, matrice de u dans la nouvelle base.

O Le polynéme caractéristique de R est : yr(X) = det(Xlx — R) = X¥+a XK+ L+ aX + a. On
le montre par récurrence, en développant par rapport a la derniére ligne, ou bien en rendant la
matrice Xly — R triangulaire supérieure par des opérations sur les lignes. R s'appelle matrice
compagnon du polyndme X* + a, X** + ... + a;X + ap. Ce résultat montre en outre que tout
polynéme est le polyndme caractéristique de sa matrice compagnon.

U Onadonc:
xa(X) = xs(X) car A et B sont semblables
= yu(X)xr(X) déterminant d'une matrice trianglaire par blocs
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donc :
xA(A) = xu(A)xr(A)
donc :
AA(A)V = xu(A)xr(A)V
mais :
YRAV = (A + a AT + L+ agl))V = AV + g AV + L+ 3V =0
donc :
ra(A)V =0
Ceci étant vrai pour toute vecteur V, on a ya(A) = 0.

Exercices
1- Enoncés
Exo.1) Dire si les matrices suivantes sont diagonalisables sur R, et si oui, les diagonaliser :
9174 -3-14 5 -7 6 -6 714 -8
a)| 4 9 -2 byl 2 7 -2 c)| -18 14 -12 df13 -1
0 7-1 4 10 -2 -9 6 4 6 15 -7
011
Exo.2) Soit A=| 1 0 1 | Donner quatre méthodes pour calculer A",
110

8 24
a) Déterminer une matrice A telle que A% = M.
b) Déterminer toutes les matrices A telles que A*= M

100
Ex0.3) Soit M la matrice| -1 3 0

-13 0
a) Diagonaliser A.
b) Déterminer deux matrices M et N telles que M?> = M, N> = N, MN = NM = 0 et
A =2M + 4N.
¢) Déduire du b) I'expression de A".

3-32
Ex0.4) Soit A=| -1 5 -2

012
Ex0.5) Peut-on trouver une matrice M telle que M? = [0 0 4] ?

000
2-12 a00
Exo0.6) Soit A=| 0 0 4 | Montrer que A est semblable a une matrice de laforme| 0 B 1 |.
1-13 00p
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Exo.7) On considére la suite récurrente (an)neyy VErifiant : v n > 0, ansz = 6an+2 — 11an+1 + 6a,. On

an
pose Xn =| an+1 |.
an+2

a) Déterminer une matrice M telle que, ¥V n > 0, Xn+1 = MX,
b) Diagonaliser M.
c) En déduire I'expression générale de a,.

Ex0.8) On considere la suite récurrente (an)ney VErifiant : v n > 0, ansz = 48n+2 — 5an+1 + 2a,5. ON

an
pose Xn =| an+1 |.
an+2

a) Déterminer une matrice M telle que, ¥V n > 0, Xn+1 = MX,

200
b) Trigonaliser M sous la forme T = [O 1 1]
001

c) En déduire I'expression générale de a,.

Ex0.9) Soit A matrice 2 x 2 a coefficients réels, de valeurs propres complexes a + ib avec a réel, et

a-b
b réel non nul. Montrer que A est semblable a (b a )

21
Exemple : A= (_2 O)

1

. . 1

Ex0.10) Diagonaliser 1
1

Exo.11) Soient E et F deux espaces vectoriels réels de dimension 4 et u un élément de L(E,F). E est
muni d'une base (ey, ..., €4) et F d'une base (fy, ..., f4). Dans ces bases, u posséde la matrice :
1113
2 404
-1-531
1 341

a) Déterminer rg(u), une base de Ker(u), une base de Im(u).

b) Montrer qu'il existe des bases de E et F telles que la matrice de u relativement a ces bases
soit diagonale et ne comprenne que des 0 et des 1.

c) Peut-on en conclure que M est diagonalisable sur R ?

M=

Ex0.12) Soit f I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est :
4-830
71240
131741
3202

M=
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1100
. : : 0100
a) Déterminer une base dans laquelle la matrice de fest N = 0021 |
0002
b) Déterminer deux matrices A et B telles que M = A + B, A diagonalisable et B nilpotente,
A et B commutant.

1000
-3100
0131
1031

a) Determiner les valeurs propres de A et les sous-espace propres de A. A est-elle
diagonalisable ?

b) Calculer Ker((A — 1,)%). En déduire une matrice semblable & A, diagonale par blocs,
chaque bloc étant la somme d'une matrice scalaire et d'une matrice triangulaire supérieure
nilpotente.

c) Quelle est la dimension du sous-espace de M,(R) formé des matrices commutant avec

Ex0.13) Soit A =

A?

Exo.14) Soit a;; = Jl terme général de la matrice A, pour 1 <i<netl<j<n.

a) Calculer A%

b) Quelles sont les valeurs propres de A ? Ses sous-espaces propres ? A est-elle
diagonalisable ?

c) Mémes questions pour une matrice A de terme général a;; = bic;, les bj et les ¢; étant des
complexes quelconques, les b; étant non tous nuls de méme que les c;.

210..0
121..0

Exo.15) Diagonaliser la matrice n x n suivante : M =] 01 2 ... . (Dans le chapitre
0.012

L2/PREHILB.PDF, on montre que toute matrice réelle symétrique est diagonalisable. Tel est le cas
de M).

abb..bb
bab..bb
Ex0.16) Diagonaliser la matrice M = de taille n x n, ot b = 0.
bbb..ab
bbb..ba
010..0 dp dj; Az ... Apa
001..0 dn1 dp A1 ... Ap2
Ex0.17) Dans M,(C), on considére J =| ... .. .. |etA=]| .. . | A s'appelle
00..01 d> dz .. dp A
100..0 d; dpadz ... do

une matrice circulante.
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a) Calculer J* pour 0 < k < n. J est-elle diagonalisable ?
b) A est-elle diagonalisable ? En déduire une expression de det(A).

Ex0.18) Soient A et B deux matrices p x n et n x p respectivement, avec n > p.
a) Vérifier que I'on a :

(Xln—BA B)(lno)_(lno)(Mn B )
o XiJ\AL)J AL/ 0O XI,-AB

(X désigne le symbole K[X] des polyndémes)

b) En déduire que le polyndme caractéristique de AB divise le polynéme caractéristique de
BA, et que, si n = p, les deux polyndmes sont égaux.

c) On peut donner une autre démonstration du b) de la fagon suivante. Soit r le rang de A.
Montrer qu'il existe P élément de GL,(K) et Q élément de GL,(K) telle que A = PJ,Q* ot J, estla

r,n-r

. Il O . . s
matrice par blocs (O ' 0 ) Soit C = Q 'BP. Comparer les polyndmes caractéristiques de AB
p-rr Yp

et BA en utilisant J, et C.
d) Montrer que les valeurs propres non nulles de AB et de BA sont identiques, par deux
démonstrations différentes.
0-11 01
e) Exemple : A = (1 0 1) etB= —1 2 . Calculer AB, BA et leurs valeurs propres.

—I,n—r

0-1
Ex0.19) On pose J = (1 0 )

a) Montrer que toute matrice réelle M carrée d'ordre 2 telle que M? = — I, est semblable & J

b) Soit n > 2. Soit M une matrice d'ordre n telle que M? = — I,. Montrer que n est pair.
Montrer que M est semblable a une matrice diagonale par blocs, les blocs diagonaux étant tous
égaux a J.

Ex0.20) Soit M une matrice n x n de rang inférieur ou égal a 1. Tr(M) désigne la trace de M.
a) Montrer que, pour tout réel x, det(M — xI,) = (Tr(M) — x)(—= x)™™*
b) En déduire det(M + I,)
¢) En déduire que, pour A inversible, et X et Y éléments de K", on a:

det(A + XY') = det(A)(1 + Y'AX)

Ex0.21) On se donne A et B deux matrices non nulles de M,(R). Pour M élément de M,(R), on

pose ¢(M) = M + Tr(AM) B, ou Tr désigne la trace.

a) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (A, B) pour que ¢ soit diagonalisable.
Quels sont alors les éléments propres de ¢ ?

b) Montrer que o est inversible si et seulement si Tr(AB) = — 1 et donner son inverse.

Al
Ex0.22) Soit A une matrice carrée d'ordre n diagonalisable. M = (I A”) est-elle diagonalisable ?
n

Ex0.23) Soit A une matrice élément de M,(C) telle que Tr(A) = Tr(A?) = ... = Tr(A") = 0, ou Tr
désigne la trace. Montrer que A est nilpotente.
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[°e] n

Ex0.24) Si M est une matrice carrée, on note exp(M) la somme >_ R
n=0 '!-

8 09
a) Pour M = [3 -1 3], calculer exp(M).
-6 0 —7
. . 00 0-6
b) Soit 6 un reel, A = (e 0) et B= (0 0 ) Calculer exp(A + B) et exp(A)exp(B). Que

remarque-t-on ?

Exo0.25) Soit E un espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme nilpotent. Soit p la valeur
minimale pour laquelle f* = 0.
a) Montrer que p <n.
b) Supposons p = n. Montrer qu'il existe une base dans laquelle la matrice de f est :
010..0
001..0
00..01
00..00
c) Supposons p < n. Soit x tel que f"*(x) = 0. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par
(F*(x), P2(X), ..., f(x), X). Quelle est la dimension de F ? Montrer qu'il existe une forme linéaire u
définie sur E telle que, Vi e [1, p—11], u(f'(x)) = 0. Soit ¢ l'application de E dans K" définie par :
u(y)

u(fz(y))
o(y) =| uf“(y))

u( )
Soit G = Ker(¢). Montrer que E = F @ G et que G est stable par f. En deduire qu'il existe une base
de E dans laquelle la matrice de F est formée de blocs diagonaux de méme forme que la matrice
donnée en b). (Décomposition de Jordan d'une matrice nilpotente).
2 100

. ) . N : -4 -20 0
d) Appliquer une décomposition de Jordan a la matrice 11 5 1 1

-17-8-1-1

2- Solutions

Sol.1) a) La matrice n'est pas diagonalisable sur R. Le polynéme caractéristique vaut
(X + 1)(X? + 1) et il n'est pas scindé.

Elle est diagonalisable sur C car le polynéme caractéristique est scindé a racines simples dans C.

Le théoreme de décomposition des noyaux donne la possibilité d'une réduction de la matrice en une
matrice diagonale par blocs. Pour cela, si on nomme u I'endomorphisme associé a la matrice dans la

1
base canonique de R, on prend une base de Ker(u + Id), qui est la droite engendrée par ¢; = ( 0 ]
—2
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3
et une base de Ker(u® + Id), qui est le plan d'équation 7x — 14y + 3z = 0, engendré par ¢, = ( 0 J et

—7
0
par83:[3].0na:
14

-1
0

Dans la base (g1, €2, €3), la nouvelle matrice de u est

IN Wik O
= wlol

3
b) La matrice est diagonalisable. Le polynéme caractéristique vaut (X — 1)(X — 2)(X + 1). Il est
scindé a racines simples. On trouvera, par exemple, comme matrice de passage P vers une base de
vecteurs propres, et comme matrice diagonale :

112 10 0
p=|101|D=|020
212 00 -1

¢) La matrice est diagonalisable. Le polyndme caractéristique vaut (X + 1)(X — 2)?, et le sous-espace
propre E; associé a la valeur propre 2 est bien de dimension 2. Il s'agit du plan —3x + 2y — 2z = 0.
On trouvera, par exemple, comme matrice de passage P vers une base de vecteurs propres, et
comme matrice diagonale :

120 100
p=|201|D=|020
1-31 002

d) La matrice n'est pas diagonalisable. On a le méme polynéme caractéristique que ci-dessus, mais

1
E, est ici de dimension 1. On peut trigonaliser la matrice en prenant g; = {OJ vecteur propre associé
1
2 1
a la valeur propre -1, ¢, = 1], vecteur propre associé a la valeur propre 2, et g3 = (OJ vecteur
3 0
indépendant des deux premiers. L'image de €3 est :
714-8Y'1 7) 1 2 1
[1 3 1][0] = [1 = 3[0} + [1] + 2[0] =3¢g1 + &y + 2¢3
6 15 -7 /\0 6./ 1 3 0
121 -103
d'oli la matrice de passage P = [0 1 0] et la matrice triangulaire T = [ 02 1].
130 002
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211
Sol.2) A OnaA?= Ll 2 1] = 2l3 + A. Par récurrence, V n, 3 (an, by), A" = anls + byA avec :
112
A™ = a A + bA? = 2byls + (an + by)A
donc [ 81 = 2bn

bn+1:an+bn,ao:1,bo=0,a1=0,b1=1,a2:2,b2:1

, relation de récurrence linéaire d'ordre 2 et

Ce systéme entraine que % =bpi=ant+tby=a,+ a”2+1

d'équation caractéristique r> — r — 2 = 0 dont les racines sont —1 et 2. Donc il existe A et p tel que,

n n
pour tout n, a, = A(-1)" + p2". Avec les valeurs initiales, on trouve an:%_—ll, puis

- a.n+]_ - 2ﬂ - (_1)ﬂ - -
bn ” 3 Ainsi :
2"+ 2(-1)" 2" ()"
= I3 + A
3 0 3
O On peut diagonaliser A.
det(A — Xl3) = X3 +3X +2=— (X + 1)(X - 2).
Valeur propre X = -1 : le sous-espace propre associé est le plan x +y + z = 0 de vecteurs propres

BRb

1
Valeur propre X =2 : le sous-espace propre associé est la droite {lJ
1

An

111 1-21 -100

La matrice de passage est P = [1 0 1], pt=1 [1 1 2], D= {0 -1 0]. A = PDP* donc
0-11 111 0 02

A" =PD"P* ce qui donne :

1 11D 0 0Yy1-21
an=1] 10 1][ 0 (1" 0 ](1 1 2}_
3Slo1aN 0 o0 22A11 1
)" D" 2"Y1-2 1
Y L 2”][1 1 2]
3L o ("2 l11 1
2"+ 2(-1)" 2"—(-1)" 2"—(-1)"
=1h o Cy 2m o) 27— (o) ]
3L 2" ()" 2" (1) 2"+ 2(-1)"
n n n n
_2 +§(—1) I3+2 —é—l) A
QO Puisque A2 _A-213=0, X2 - X-2= (X = 2)(X + 1) est polynébme annulateur minimal de A.
On effectue la division euclidienne de X" par (X — 2)(X + 1) :
v n, 3 (r, sn) € R%3Q, € R[X], X" = (X = 2)(X + 1)Qn + X + 5,
[ (1)"=—r+s,

2" =2r, + s,

enprenant X =—1let X =2
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n n
2= ()

3
= S_2n+2_1n
H_A_)_
3
n n n n
—  A"=2 _?E_l) A+2 +§(_1) I3 en prenant X = A.

0O A =J - I; avec J matrice uniquement constituée de 1. Par récurrence, on a J" = 3"* J pour n > 0,
et en développant (J — 15)" par le bindme de Newton (compte tenu du fait que J et I3 commutent) :

A" = é}( j( gk = (1) |3+z( )(—1)”3li
= (D ls+3 (z[ ](1rk3)J

=(1)" I+ 3 (Z( )(D”“*—(D)J

on reconnait un binbme de Newton
= (D"l +2 (31" (1))
=(-1)" s+ 2"#3—_12\1

n n n n
2 —?E—l) A2 +§(_1) ’

100 100 100
Sol.3) a) Diagonaliser | -1 3 0 [enP| 0 3 0 |P* et prendre A =P| 0 /3 0 [P~X. On a par exemple :

8 24 004 002
1
=00
{2 OO] 2
P=|1 10[pP!l= 1
-6-21 210
2 21

0 0

1
143

> A3 o
143 4-24/3 2

100 +1 0 O
b) La question est de savoir si les racines carréesde D=|{ 030 |sont| 0 -3 0 |ousilyena
004 0 0 +2

On trouve A =

d'autres.

Or si B est telle que B? = D, alors BD = B® = DB donc D commute avec B, donc les sous-espaces
propres de D sont stables par B. Comme chaque sous-espace propre de D est une droite, si v est un
vecteur directeur d'une telle droite, on doit avoir Bv € Vect(v) donc v est vecteur propre de B. Donc
B est diagonale comme D et nécessairement de la forme ci-dessus. En prenant toutes les
combinaisons possibles de + 1 comme valeurs de a, B, y, on trouvera les huit matrices suivantes :
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—3a+f[3+4y —2p[3+4y 2y

200 32 -1
Sol.4) a) A est semblable a [0 2 0] avec par exemple la matrice de passage P = {1 01 ]
004 0-11

b) Il suffit ensuite de prendre :

100 13 -2
M=plo10|pt=Lf1- 2
000 2{1.3 4

000 1-32
et N=pPlOOO|pt=ll_13 2
001 2{1 3 -2
M4 32"-34" .
"4 4
( 2 2
oA 434"
n — n n — _
c) A"=2"M +4"N = > > 2 -4
oM A" 32" +34" .0
\ > > 22 -4

Sol.5) On se place dans € pour disposer de toutes les valeurs propres de M. On a M°® = 0 donc X°
est un polynéme annulateur de M. Or toute valeur propre est racine de tout polynéme annulateur,
donc la seule valeur propre de M est 0. Par conséquent, le polyndme caractéristique de M est X3,
D'aprés le théoreme de Cayley-Hamilton, il s'agit aussi d'un polynéme annulateur de M, donc
M3 = 0. Or on vérifiera que M* = 0. Contradiction. Donc M n'existe pas.

abc

On peut aussi chercher M sous la forme [d e f] de facon que M commute avec son hypothétique
ghi

012
carré [0 0 4]. On obtient un systeme linéaire qui, une fois résolu, montre que M est nécessairement

000
012 012
de la forme als + [3[0 0 4]. On vérifiera qu'aucune de ces matrices n'a un carré égal a [0 0 4].
000 000
2
Sol.6) A admet la valeur propre simple a = 1 de vecteur propre g; = [4] et la valeur propre double
1

1
B = 2. Cependant, le sous-espace propre associé a 2 est une droite engendrée par ¢, = [ZJ On
1

cherche un troisieme vecteur g3 tel que Aes = 2e3 + g, ce qui conduit au systeme linéaire
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-y+2z=1 1
! 2y +4z =2 dont une solution est par exemple & = (1 ,. On vérifiera que &3 est bien
X-y+z=1 1

211
linéairement indépendant de ¢; et €,. La matrice de passage cherchée est P = [4 2 1].

111
010
Sol.7)ayMm=|0 0 1

6-116
b) Le polyndme caractéristique vaut X° — 6X* + 11X — 6 = (X — 1)(X — 2)(X — 3). On peut
diagonaliser M. Par exemple :

Pour A =1, prendre g, =

Pour A =2, prendre g, =

Pour A = 3, prendre g3 =

100 111
DoncM=PDPlavecD=[020|etP=|123|

OCWR ANRRRR

003 149
c)Onaalors:
Xn = M"X, = PD"P X,
11110 0\(a o
=1123[02" O] (B] en posant(B] =P X,
149M00 3"y v

111 o
=123 2”[3
\149/)\3%

donc a, = a + B2" + y3". On remarque que I'on obtient pour les suites vérifiant une récurrence
linaire d'ordre 3 une expression comparable a ce gu'on obtient pour les suites récurrentes d'ordre 2.
L'équation caractérisque est r* — 6r> + 11r — 6, de racines 1, 2, 3, et (a,) est combinaison linéaire des
trois suites géométriques (1"), (2") et (3").

010
Sol.8) a)M:[O 0 1]

2-54
b) Le polyndme caractéristique vaut X3 — 4X? + 5X — 2 = (X — 1)4(X - 2).

1
Pour A = 2, prendre par exemple ¢; = [2]
4

Pour A = 1, valeur propre double, le sous-espace propre n'est qu'une droite engendrée par

1
exemple par ¢, = [1]

1
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-X+y= 1
Cherchons €3 tel que Mgz = €, + g3, ce qui donne le systéeme [y +z=1 donc par exemple

2x—-5y+3z=1
0 200 110
e3=|1| DoncM=PTPavecT=[011|etP=|211|

2 001 412
2"00
c) On vérifiera par récurrence que T"=| 0 1 n | Onaalors:
001

110Yy2"00 110Y2"00) a o
Xn=1211]01n|PiX,={21101n]|p|avec|p |=P X,
412AN001 412AN0 01Ny y

11022 0 O
=|211{ 0 B+myoO
4120 0 vy

donc a, = 2"a. + B + ny. Comme pour les suites récurrentes d'ordre 2, dans le cas d'une racine double
1, on compleéte les suites géométriques (2") et (1") par la suite (n1") pour obtenir une base des
solutions. On laisse le lecteur chercher ce qu'il en sera dans le cas d'une racine triple.

Sol.9) Soit Z e C? un vecteur propre associé & la valeur propre a + ib. On a AZ = (a + ib)Z et, par

conjugaison, AZ = (a — ib)Z, ol Z est le vecteur dont les coefficients sont les conjugués des
coefficients de Z. Notons Re(Z) (respectivement Im(Z)) le vecteur dont les coefficients sont les
parties réelles (respectivement imaginaires) de Z. On a alors :

A(Re(2)) = % AZ+Z)=a% JZ’ Z,ipZ > Z - aRe(2) - bim(2)
et AUmQ»:%#VZ—Z:aziz+bzzzzmma)+MmQ)

De plus (Im(Z), Re(Z)) forme une base de R? En effet, considérons une relation de liaison

ARe(Z) + ulm(Z) = 0, avec A et p réels. On a alors :
0 = A(ARe(Z) + nim(2)) = L(aRe(Z) — bim(2)) + w(bRe(Z) + alm(2))
= a(ARe(Z) + uIm(Z)) + b(— AIm(Z) + pRe(2))
= b(- AIm(Z) + uRe(2))
ARe(Z) + ulm(2) =0
—Alm(2) + uRe(2) =

aussi s'écrire (Im(2) Re(Z))(i) =0 et (Im(2) Re(Z))(:L) =0, ou P = (Im(Z) Re(Z)) est la matrice

formée des colonnes Im(Z) et Re(Z). Cette matrice n'est pas nulle car Z # 0. Donc son noyau est de

u
A

colinéaires, donc le déterminant de ces deux vecteur est nul, donc A% + u”> = 0, donc A = p = 0.
Dans la base (Im(Z), Re(2)), la nouvelle matrice de I'endomorphisme associé a A a la forme voulue.

, (1 Lo (01 e (11
DansIexemple,Z—(_l_H),a+|b—1+|,doncP—(1 _JetP AP—(1 1).

donc — Alm(Z) + uRe(Z) = 0. Mais les deux équations vectorielles [ 0 peuvent

: S s A .
dimension inférieur ou égal a 1. Donc ( ) et (M) tous deux éléments de ce noyau, sont

So0l.10) Le polynéme caractéristique vaut (X + 2)(X — 2)°.
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Le sous-espace propre associé a la valeur propre 2 est I'hyperplan d'équation —x+y+z+t=0, de
dimension 3, donc la matrice est diagonalisable puisque l'autre valeur propre, simple, donnera une

droite de vecteurs propres.
-1

R . . 1
Le sous-espace propre associé a la valeur propre —2 est la droite de vecteur directeur 1| La

1
010-1 2000
. 0011 . 0200
matrice de passage est par exemple P = 100 1 et la matrice diagonale est D = 002 0
-11-11 000-2
-4
- . 1
Sol.11) a) On vérifiera que M est de rang 3. Son noyau est engendré par le vecteur e4' = o |son
1

image est engendrée par les vecteurs dont les composantes sont données par les trois premieres
colonnes (qui sont libres).

b) Compléter e,' en une base (e1', €2, e3', e4") de E. Prendre f;" = u(e1"), f' = u(e2’), f3' = u(es’) dont on
veérifiera qu'ils forment une famille libre, quel que soit la fagon dont on choisi e;', €' et e3'.
Compléter (f;', f2', f3") en une base de F. La matrice de u dans les nouvelles bases de E et F est alors :
1000

0100

0010

0000

c) On ne peut rien conclure. On a seulement prouvé qu'il existe deux matrices inversibles P et Q (de
changement de base respectivement dans E et F) telles que M = QDP ™, mais il n'y a aucune raison
pour que P = Q.

De fait, on pourra vérifier que M n'est pas diagonalisable dans R. Elle n'admet que deux racines
réelles simples. M est équivalente a une matrice diagonale D, mais pas semblable a elle (revoir au
besoin le chapitre L1/LINEF.PDF pour la notion de matrices équivalentes).

D=

Sol.12) a) Notons (&3, €2, €3, €4) la base cherchée.

1
€1 est tel que f(e1) = €1. On trouve par exemple ¢; = :1
-1
0
1
& est tel que f(ey) = &, + €1. On trouve par exemple &; = 3
-3
-2

3
g3 est tel que f(e3) = 2e3. On trouve par exemple g3 = 4
-1
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-1

1
g4 est tel que f(e4) = 284 + &3. On trouve g4 = o |Par exemple.

0
On vérifiera que les vecteurs ainsi trouvés sont bien linéairement indépépendants.
1 0-2-1
: : L -11 31
b) Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base &: P = 1340 | Ona:
-1-3-10
1000 0000
0100 | .. 0100 _
N=D+TavecD= 0020 diagonale, T = 0001 et DT =TD.
0002 0000
Puisque M = PNP?, il suffit de prendre :
(—7-9 2 -1
1416 -3 2
— -1 _
A=PDPT=1 9424 3 4
\6-610
(3 111
-7 —4-1-2
— -1 _
B=PTP"=1 11 713
\9 8 -12
Sol.13) a) Le polyndme caractéristique est (X — 1)%(X — 4)X. Les valeurs propres sont :
40
. 0
4 valeur propre simple de vecteur propre 1|7&
\1
(0
: 0
0 valeur propre simple de vecteur propre 1 [Fe
\-3/
(0
-1
1 valeur propre double de vecteur propre o |7
\1/

A n'est pas diagonalisable.

—2X+2y+7z+2t=0

b) Ker((A — 15)%) est le plan d'équations [ . Il est engendré par &3 et par

y+2z+t=0
3 3
— -1
e4=| 5 | par exemple. On a Agy = 9 |Feat 9¢es, donc, dans la base (e, €2, €3, €4), la matrice

0 9
4000
, . 0000

de I'endomorphisme vaut T = 0019 |
0001
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¢) Une matrice M commutant avec A doit étre telle que I'endomorphisme associé transforme les
vecteurs (&1, &, €3, €4) de la fagon suivante :

€1 — Agg, car, M commutant avec A, le sous-espace propre associé a la valeur propre 4 est
stable par M. Etant une droite, €; doit étre un vecteur propre de M.

€2 — &, pour une raison identique.

€3 — VEg, poUr une raison identique.

€4 — 03 + Pea, car M commutant avec (A — 1,)%, Ker((A — 15)?) est stable par M.
et inversement, une matrice veérifiant ces propriétés commute avec A si et seulement si
AMe, = MAg, (seul vecteur a vérifier, les égalités analogues portant sur les autres g étant
facilement vérifiées), ce qui conduit a la condition :

oeg + B(983 + 84) = M(983 + 84) =9vez + gz + B84
donc 3 = v. Ainsi, M commute avec A si et seulement si :

€1 — 7»81

€ — L&

€3 —> V€3

€4 — O€3 T VEy
Autrement dit, I'endomorphisme associé a M dans la base canonique a, dans la base (g1, €, €3, €4) la
matrice suivante :

%000 1000 0000 0000 0000
opoo| |oooo 0100 0000 0000
00va |=* o000 [T o000 [TV 0010 |T%| 0001
000w 0000 0000 0001 0000

La dimension cherchée est donc 4.

N
Sol.14) a) (A%); = Zijk = na;; donc A% = nA.,

k=1

b) Il résulte du a) que X? — nX = X(X — n) est un polynéme annulateur de A. Etant & racines simples,
A est diagonalisable. Par ailleurs, les valeurs propres de A sont éléments de {0, n}. Ces deux

valeurs sont en fait des valeurs propres, chacune d'elles donnant un sous-espace propre non réduit a
{0}

Pour la valeur propre 0, le sous-espace propre associé est I'nyperplan x; + % + ..+ % =0, de

dimension n — 1.

Pour la valeur propre n, le sous-espace propre associé est la droite de vecteur directeur
n

by 0
¢) Si on note B la colonne [] et C la ligne (c; ... cy), alors A = BC. Notons A le réel CB = > bycx.
by k=1
Onaalors:
A%=BCBC =BAC = ABC = LA
Si A #0, X2 —AX = X(X — 1) est un polynéme annulateur de A, scindé a racines simples, donc A est
diagonalisable. Comme dans le b), les valeurs propres sont O et A. Le sous-espace propre associe a 0
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est I'nyperplan ci1x; + ... + ¢y = 0, et le sous-espace propre associé a A est la droite engendrée par
B.

On peut aussi remarquer que A est de rang 1, donc son noyau est de dimension n — 1, ce qui signifie
que 0 est valeur propre avec une multiplicité au moins égale a n — 1. On trouve la derniére valeur

n
propre sachant que Tr(A) = Y. bic; ne dépend pas de la base choisie, et dans une base ol A est
i=1

semblable a une matrice triangulaire, Tr(A) est la somme des valeurs propres. Donc la derniére

n
valeur propre est A = D bici.

i=1
Si A = 0, le polynéme annulateur de A trouvé précédemment est X°. Par ailleurs X n'est pas
annulateur de A car A = 0. X? est donc le polyndme annulateur minimal de A. N'étant pas & racine
simple, A n'est pas diagonalisable. 1l n'y a que 0 comme valeur propre avec I'hyperplan
Ci1Xy +... + CXn =0 comme sous-espace propre. Remarquons que, si f est lI'endomorphisme de
matrice A dans la base canonique, Im(f) est la droite engendrée par B et que, si A = 0, B est élément
de Ker(f). Ou encore, si A = 0, Im(f) < Ker(f). Si on prend ¢, ¢ Ker(f), alors €,_; = Ag, est non nul et
élément de Ker(f). Complétons €, ; par des vecteurs g, ..., €,2 pour obtenir une base de Ker(f).

00..00

Dans la base (g1, ..., &n), la matrice de fest| 0 1
00..00
x1000..
1x100..
Sol.15) Considérons le polyndme caractéristique de M : D, = det(M — X1,)=[ 01 x 1 0 ... | avec
00.. 1x
x =2 — X. Voyons plutdét D, comme une fonction polynomiale de la variable x. En développant par
rapport a la premiére ligne, on obtient :
Dn—xDp1+Dn2=0
qui donne une récurrence linéaire d'ordre 2, d'équation caractéristique r* — xr + 1 = 0. Les valeurs
initiales de la suite (D,) sont Dy = x et D, = x> — 1, ou méme Dg = 1.
Donnons a x des valeurs réelles éléments de [-2, 2], et pour cela, posons x = 2cos(0). Les solutions
complexes de I'équation caractéristique sont :
cos(0) + isin(0) = exp(z i0)
Pour © # 0 ou m, (Dn)neg €St combinaison linéaire de (exp(inB))ncy et (eXp(— iNB))nez. EN utilisant

les valeurs initiales Do = 1 et D1 = 2c0s(), on trouve que Dy, = ﬂg;](%)l@

Pour6=0,x=2,D, =n+1.
Pour © =, x = -2, Dy = (-1)"(n + 1).

Donc D, = 0 si et seulement si 0 = nkf

T 1 <k <n. Les valeurs propres A de M vérifient donc :

krt
=2_)1=2
X A cos(n " 1)
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doncA=2- 2cos(nk—f1), ce qui donne n valeurs distinctes. Il n'y a donc pas d'autres valeurs propres.

On peut verifier que les cas x < -2 ou x > 2 ne donne aucune valeur propre. Poser par exemple
x =+ 2ch(u) et en faire un calcul analogue au précédent pour voir que dans ce cas, D, ne peut
s'annuler.

X1
Les éléments L

] du sous-espace propre associé a la valeur propre A =2 — ZCOS(%) satisfont le
Xn

systeme :

2cos( )xl +X,=0

X1 + 2cos( )xz +x3=0

+ Xm+1 = 0

=0

On peut consideérer que Ies equatlons définissent une suite récurrente linéaire d'ordre 2 en posant

Xo =0 et Xps1 = = 0, dont les racines

sont — exp(x i ﬁ), i étant ici le nombre complexe vérifiant i* = — 1. Donc il existe o et B tels que,

pour tout m :

mkn mkn)

Xm = o (=1)" exp(i =) + B (1) exp(- i

La condition Xo = 0 (OU Xq+1 = 0) donne o + 3 = 0. Donc B =—a donc :

v m, Xpn = o (-1)" (exp(l mkn —exp(-i rr]nfnl))

= 2ia (-1)" sm(mkn)
Ainsi, les vecteurs propres trouvés sont éléments de la droite vectorielle engendrée par le vecteur

directeur de composantes (—1)" sm(kaE

), 1<m<n.

La matrice M intervient dans plusieurs domaines des sciences physiques. Par exemple en chimie,
elle sert a déterminer les états d'énergie des molécules de polyénes linéaires de formule C,Hp.z,
telles que I‘éthyléne H,C=CH, (n = 2) ou le butadiene CH,=CH-CH=CH, (n = 4). Pour n = 4, les
+1+ : N — :
valeurs de Zcos( ) sont %E ce qui conduisit Richard Feynman (Mecanique quantique,
Interéditions (1979), p.310-311) a écrire : « Ah ! Que de merveilles dans les mathématiques ! Le
nombre d'or des Grecs nous donne I'état d'énergie minimum de la molécule de butadiéne dans le
cadre de cette théorie ! ».

Sol.16) O On suppose b non nul. Le polyndme caractéristique det(M — Al,) vaut :
(@a-1+(-1b)a—r-b)"*
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en additionnant toutes les colonnes a la premiére puis en retranchant la premiére ligne a toutes les
autres. Les valeurs propres sont :
A =a-—Db, le sous-espace propre étant I'nyperplan x; + ... + X, =0

A =a+ (n-1)b, le sous-espace propre associé étant la droite engendrée par
1
O On peut aussi remarquer que la matrice est égale a (a — b)l, + bJ avec J matrice dont tous les
termes valent 1. Il suffit de diagonaliser J. Or J est de rang 1 donc O est valeur propre avec comme
sous-espace propre un hyperplan (d'équation x; + ... + x, = 0). Par ailleurs, Tr(J) = n, donc la
1

derniére valeur propre est n, associé au vecteur propre
1
REMARQUE : La matrice précédente intervient par exemple dans la situation suivante. On
considere n variables aléatoires centrées réduites X; associées a la taille de n parties diverses du
corps humain (avant-bras, bras, cuisse, jambe, tronc, tour de taille, pointure, etc...). On constate que
le coefficient de corrélation cov(Xi, X;) entre les mesures X; et X; de deux parties différentes du
corps varie peu en fonction des deux parties choisies. On peut donc considérer ce coefficient comme
constant égal a un nombre p. La matrice de corrélation, de terme général cov(X;, X;), est alors de la
lpp..p

plp..p

forme . La plus grande valeur propre de cette matrice est 1 + (n — 1)p correspondant

ppp..1
1
au vecteur propre | ... | La composante principale des mesures X; est alors égale a la composante du

X1 1

projeté orthogonal de [] sur la droite engendrée par [J A un facteur pres, c'est la somme
Xn 1

Xy + ... + X, des mesures centrées réduites de chaque partie. On I'appelle facteur taille®.

Sol.17) a) (ey, ..., &) €tant la base canonique de C", ona:
J(&1) = i1 mod n, J(&1) = €i kmodn
O In : . . -
de sorte que J = (lk Bk) et J" = I,.. J est diagonalisable puisque X" — 1 est un polyndme annulateur

de J, scindé a racines simples. Si o = exp(z'Tn), alors o est valeur propre de J avec comme vecteur

1

k
()

propre| o* |=&.

k(n-1)
()
b) A = agl, + a1J + @xJ? + ... + a,..J" . Donc A est diagonalisable dans la méme base ¢ que celle de
J. Si u est I'endomorphisme associé a J et v celui associé a A, alors :

! Didier Dacunha-Castelle et Marie Duflo, Probabilités et statistiques, Masson (1982), tome I, p.11.
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v=agld + au + ... + a, U™t
V(&) = (a0 + a10° + ... + an 10" ™) g

n-1
donc det(A) = [] (a0 + a10° + ... + a,10"™™Y), produit des valeurs propres simples de A.
k=0

Une autre démonstration est donnée dans les exercices du chapitre LL/DETERMNT.PDF.

Xl, B
Sol.18) a) On trouve (XA le).

b) On prend le déterminant des deux membres de I'égalité a) :

XP det(Xl, — BA) = X" det(XI, — AB) = det(XI, — BA) = X" det(Xl, — AB)
c) Si A est la matrice d'une application linéaire de K" dans KP, Q est la matrice de changement de
base dans K" et P dans K" consistant a prendre, dans l'espace de départ, une base d'un
supplémentaire du noyau complétée avec une base du noyau, et dans I'espace d'arrivée, I'image de la
base du supplémentaire (donc une base de I'image) complétée en une base d'un supplémentaire de
I'image. Dans les deux nouvelles bases, la matrice de I'application linéaire est J, (revoir au besoin la
notion de matrices équivalentes dans le chapitre L1/LINEF.PDF).
Onaalors:

AB=PJQ'QcP!= pjcP?

BA=QCP'PJ,Q*=0QCJQ*
Remarquons que C € Mqp(K), CJr € My(K), JC € My(K). Il suffit donc de comparer les

A e : - . . Uuv
polynémes caracteristiques de CJ, et J,C. Si on utilise une décomposition par blocs de C = (W Z)

avec U € Mi(K), V € M, (K), W e M, «(K), Z € M, «(K), compatible pour effectuer un
produit avec J;, on obtient :

U Orn. -
CJ, = ( et ) de polyndme caractéristique X" det(U — XIy)
W C)nfr,nfr

JC= (OU 0 v ) de polyndme caractéristique X" "det(U — XI)
p-r,r Yp-rp-r
donc les deux polynémes caractéristisques sont identiques a une puissance de X pres.
d) La premiére démonstration résulte directement du b).
On également peut faire directement :
A valeur propre non nulle de BA
= 3V =0 tel que BAV = AV
= ABAV = LAV
= A est valeur propre de AB avec AV pour vecteur propre (qui est bien non nul sinon
BAV =0).
On montre de méme que, si u est une valeur propre non nulle de AB de vecteur propre W, alors p
est une valeur propre de BA de vecteur propre BW.
Cependant, le b) montre de plus que les valeurs propres non nulles de AB et BA ont méme ordre de
multiplicité.

01
e) AB = (_1 2) de valeur propre double 1.

101
BA = [0 1 l] de valeur propre double 1, et de valeur simple propre O.
110
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Sol.19) a) Soit u vecteur non nul et v = Mu. On a alors Mv = M?u = — u. (u, V) est libre. En effet,
dans le cas contraire, il existe a tel que v = au, donc, en appliquant M, — u = av = ou, d'ou
o =— 1, ce qui est absurde dans R. L'endomorphisme de matrice M dans la base canonique a pour

matrice J dans la base (u, v).

Géométriquement, J est la matrice de la rotation d'angle g dans R?. L'application de J & un vecteur

de R? est analogue & la multiplication d'un complexe par i.

b) Si n était impair, M admettrait au moins une valeur propre réelle A (car son polynéme
caractéristique serait de degré impair et tout polynéme de degré impair admet une racine réelle), et
dans ce cas, on devrait avoir A racine du polyndme annulateur X* + 1 de M, ce qui est impossible
pour un réel. Donc n est pair, égal a 2p.
0 Dans C, M est diagonalisable car le polyndme annulateur X? + 1 se scinde a racines simples. Si
X est vecteur propre complexe pour la valeur propre i, son conjugué est vecteur propre de valeur
propre —i. Il en résulte que les deux sous-espaces propres ont méme dimension p, les vecteurs de
I'un étant conjugués des vecteurs de l'autre. Soient (X, ..., Xp) une base du sous-espace vectoriel
propre de valeur propre i. Pour 1 < k < p, soit Yy = Re(Xy) et Zx = Im(Xy) (i.e. on prend la partie
réelle ou imaginaire de chaque composante du vecteur Xy), de sorte que Xy = Y + iZx. On verifiera
que la famille des 2p vecteurs (Zx, Yi)1<<p €st libre sur C et donc sur R.. Elle forme donc une base
de R". Par ailleurs :

MXk = iXk
= MY + IMZ = 1Yy — Zx
= MZy =Y et MYy =—Z
Dans cette nouvelle base, I'endomorphisme associé a M a une matrice de la forme voulue.
O On peut aussi procéder comme suit. Soit e; vecteur non nul, et e; = Me;. On a Me, = —e; et les
deux vecteurs sont indépendants sur R, comme on I'a vu dans le a).
Supposons que I'on ait construit (ey, ..., €29) qui formeront les g premiers blocs J. Soit exq+1 NON
élément du sous-espace vectoriel Vect(ey, ..., €xg) et €xq+2 = Mezge1. On @ Meygeo = — €3q+1. Par
ailleurs, les vecteurs (ey, ..., €2q+2) forment un systéme libre. En effet :

klel + 7\,262 +...+ 7b2q+192q+1 + 7b2q+292q+2 =0

= M1€2 — ho€1 + ... + Aoqr1€2g+2 — Aog+2€2q+1 = 0 en appliquant M
= 7»2q+1(7u161 + Aoy + ... + 7»2q+1ezq+1) - 7u2q+2(7m162 — B+ ... — 7L2q+292q+1) =0
en effectuant une combinaison linéaire des deux lignes précédentes pour éliminer exq.»
= T R (7»2q+12 + 7&2q+22)92q+1 =0
= 7\,2q+12 + 7\,2q+22 =0= 7\,2q+1 = 7\,2q+2 =0, pUiS A== 7\,2q =0.

On itere jusqu'a ce que g = p. Dans la base (e, ..., €2p) obtenue, la matrice a la forme voulue.

Sol.20) a) Si M est nul, le résultat est trivial. Si M est non nulle, le noyau de I'endomorphisme

associé est de dimension n — 1, donc 0 est valeur propre de multiplicité n— 1. La derniére valeur

propre est donnée par la trace puisque la somme des valeurs propres est égale a la trace.

b) Prendre x = — 1, d'ou det(M + I,) = Tr(M) + 1.

¢) det(A + XY') = det(A) det(l + AYX') = det(A)(1 + Tr(A 1Y X)) = det(A)(1 + Tr(Y'AX))
=det(A)(1 + YTA‘1X) car Y'A1X est une matrice 1 x 1, donc réduit a sa trace.

D'autres démonstrations du c) sont données dans les exercices de LI/DETERMNT.PDF.

sol21)a)  ¢(M)=M + Tr(AM) B
-54 -



donc ¢*(M) = o(M) + Tr(AM) ¢(B)

=M+ 2 Tr(AM) B + Tr(AM) Tr(AB) B

= (Tr(AB) + 2)o(M) — (Tr(AB) + 1)M
=  @’—(Tr(AB) +2) ¢ + (Tr(AB) + 1) Id = 0
Un polynéme annulateur de ¢ est X? — (Tr(AB) + 2)X + Tr(AB) + 1, de racines 1 et Tr(AB) + 1.
Si Tr(AB) = 0, alors on dispose d'un polyndme annulateur scindé a racines simples, donc ¢ est
diagonalisable, avec comme sous-espace propre associé a la valeur propre 1 I'nyperplan d'équation
Tr(AM) = 0, et pour sous-espace propre associé a Tr(AB) + 1 la droite engendrée par B.
Si Tr(AB) = 0, alors la seule valeur propre est 1, mais comme ¢ = Id, ¢ n'est pas diagonalisable (la
droite B est incluse dans I'hyperplan).
b) Si Tr(AB) =— 1, alors :

(Tr(AB) +2) ¢ — * = (Tr(AB) + 1) Id

1 —
= (poTr(AB)+l((Tr(AB)+2) Id—¢)=1Id
. . N 1 B
¢ est inversible d'inverse THAB) + 1 PB)+1 ((Tr(AB) + 2) Id — o).

Si Tr(AB) = — 1 alors @* = . ¢ est un projecteur différent de Id, donc il n'est pas inversible.

Sol.22) Il existe Ay, ..., An, Valeurs propres de A, et X, ..., X,, vecteurs propres associés, tels que,

; X . X
pour touti € [1, nJ, AX; = AiX;. Cherchons a quelle condition (Y) est vecteur propre de M de

valeur propre X, avec X et Y éléments de R". Cette condition s'écrit :
[AX+Y:kX [(A—Mn)X+Y=O [Y:—(A—Mn)x
X+AY =AY X+ ALY =0T X (A-Al)>X =0

Pour qu'il existe une solution (Y) non nulle, il faut et il suffit qu'il y ait une solution X soit non

nulle & la deuxiéme équation. On veut donc que I, — (A — Al,)? soit non inversible, soit
(A—( +DI)A - (A —1)I,) non inversible, et donc ou bien A — (A + 1)I, non inversible ou bien
A — (A — DI, non inversible, ou encore : 3 i, A =A; + 1.

Pour L =i + 1, on prend X = X; =Y.

Pour A =Ai—1,onprend X = X;=-Y

. . . . X
M est diagonalisable, une base de vecteurs propres étant donnée par les | X )
L Aj

Sol.23) Dans C, A est trigonalisable. Soient A4, ... A, Ses valeurs propres. On a:
Tr(A) =M+ ...+ A, =0
THA) = h2+ ...+ 12 =0

Tr(A) ="+ ... +1,"=0
Pour montrer que A est nilpotente, il suffit de montrer que tous les A; sont nuls. En effet, son
polynéme caractéristique vaudra X" et d'aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, A" = 0 et A sera
nilpotente.
n n

n n n n
O Pour tout polyndme P = > a, X, ona Y. P(L) =X 3 a ¥ = X ac X A = nag = nP(0).
k=0 i=1 i=1 k=0 k=0 i=1
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Notons As, ..., Ar les hypothétiques valeurs propres non nulles et donc Arp=..=21,=0 et
supposons par I'absurde que 0 < r <n. Prenons P(X) = (X —A1)...(X — ;). On a alors :

n r n
nP(0) = Zl P(L) = Zl P(L) + _leo\-i) =0+ (n—r)P(0)
1= 1= 1I=r+
donc rP(0) = 0 et donc P(0) = 0, mais P(0) = (-1)" A1...Ar = 0, ce qui est contradictoire.
Donc r = 0 et toutes les valeurs propres de A sont nulles.
L On peut aussi regrouper les valeurs propres de méme valeur, A; apparaissant k; fois, A,
apparaissant k; fois, ..., A, apparaissant k, fois. On a alors le systeme :
Kihy + ... + kp?\,p =0
Kihi® + .+ kphp? =0

KidP 4+ koAt =0
Si on note M la matrice de Vandermonde de terme général ;"', on obtient MX = 0 avec

kidg
X= [ ] Comme M est inversible, on obtient X = 0 et donc tous les A; sont égaux a 0.
kp;‘P

100 103
Sol.24)a)M=PDP *avecD=| 0 10 |etP=| O 1 -1 | On en déduit que :
0 02 -10-2
eXp(l\/l) =P eXp(D) Pfl - ( eft_e2t eft eft . e2t

26430 0 3e'+ 3e2t]
2t _2e" 0 3et2e*

10 _
b) A% = 0 donc exp(A) = (9 1). De méme, B2 = 0 donc exp(B) = (1 9).
0

A+B—(9 OJ—GJavecJ—(l O),(A+B) =-0" .
Donc (A + B)®" = (=1)" 62" I, et (A + B)*™"! = (-1)" ™1 ]

- . N ] 0 92n+1 0 eZn .
_ i n - o n
Donc, en utilisant les séries entieres sin(0) = n% (-1) on+ D et cos(0) n;) (-1) n) (voir le

chapitre L2/SERIENTR.PDF) :

_(cos(B) sin(6)
exp(A +B) = (sin(e) cos(6) )

alors que :

exp(Pexp(®) = 1 o)

On remarque que exp(A + B) = exp(A)exp(B). La raison en est que les matrices A et B ne

commutent pas. En effet, les premiers termes du produit de Cauchy de exp(A) par exp(B) sont
2 2 2

I+A+B+A7+AB+B?+... alors que ceux de exp(A +B) sont 1+ A+ B + A';B + ..., mais

2 2 2
(A;B) = A +AB;BA+ B . On peut montrer qu'on retrouve exp(A)exp(B) si les matrices

commutent.
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Sol.25) a) Le polyndme minimal a un degré inférieur ou égal a n.

b) Prendre x tel que f"*(x) = 0 et vérifier que (f"*(x), f"%(x), ..., f(X), X) est libre, donc est une base
de E. Dans cette base, f a une matrice de la forme demandée.

c) Vérifier comme ci-dessus que (fP*(x), ..., f(x), x) est libre, donc dim(F) = p < n. Compléter
(f(x), ..., f(x), X) en une base de E et prendre u prenant une valeur non nulle sur chaque vecteur de
ce systeme libre et n'importe quoi sur les autres vecteurs de base. Etendre u a E par linéarite.
UQGnF={0}carye GNnF=3 ag, ..., ap1, Yy = 00X + ... + ocp_lfpfl(x) et o(y) = 0. En appliquant
successivement u o P, uo 2, ..., uofetuay, on obtient op =0, a; =0, ..., op-1 =0. Doncy = 0.
O ¢ est surjective. S'il ne I'est pas, Im(¢p) est incluse dans un hyperplan de KP d'équation

BiX1 + ... + BuXp = 0, avec les B; non tous nuls, donc, pour tout y de E, Biu(y) +... + Bpufpfl(y) =0.
En posant successivement y = f*1(x), y = (x), ..., y = X, on obtient successivement B; = 0, ...,
Bp = 0. Contradiction.

Donc rg(¢p) = p et, d'apres le théoreme du rang, dim(G) = dim(Ker(p)) =n—p.

Donc dim(F @ G) = dim(F) + dim(G) =p + n—p =n =dim(E).

DoncE=F & G.

U G est stable par f : Si 'y appartient & Ker(¢), il faut montrer que f(y) aussi, ce qui est facile.

Une fois apres avoir déecomposé E = F @ G, itérer sur G.

On peut montrer que la décomposition de Jordan d'une matrice nilpotente est unique, méme si la
base dans laquelle cette décomposition est obtenue ne I'est pas. On peut également montrer que
deux matrices nilpotentes sont semblables si et seulement si elles ont méme décomposition de
Jordan. Ainsi, chaque décomposition de Jordan caractérise une classe d'équivalence de matrices
nilpotentes semblables.

d) Veérifier que :
A?z0etA®=0,doncn=4etp=3.
1 /0 2 1
0 , 0 4 0 o ,
On peut prendre x = ol F est engendreé par ( all 11 Ilo ). Il s'agit de I'nyperplan
0 \ 4 -17/ \0

d'équation 3y — 2z - 2t = 0.

X (¥ X+t
On peut prendre u( >z/ ) = x +t. On a alors ¢ 32/ ) = [ 15x -7y -2 t} G = Ker(o) est

i \t 4X + 2y
1) 1
) , -2 -2
la droite engendrée par o | OnaA 0 |= 0.
-1/ -1
1 0 [ 2 1 0000
-2 0 —4 0 . 0010
Dans la base ( ollall 11 llo ), la matrice de f est 0001 |
-1 4 ) \-17 0 0000
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