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| : Opérations sur les vecteurs
Danstoutela suite, K estégala R ou C, et estappelécorpsdesréelsou corpsdescomplexesLes
éléments d& sont appelés scalaires. Nous les noterons généralement par des lettres grecques.

1- Définition et exemples

La notion d'espace vectoriel a pour but de généraliser les ensembles suivants :
C considéré comme plan vectoriel des complexeRsur

R? R? espace de dimension 2 e® le corpsdesréels,et plus généralemerkK", espaceale

1
dimensiom sur le corpdK, constitué de I'ensemble des vect r% x 0 K.

En ce qui concerndes dimensionssupérieures 3, on pourraréfléchir a la notion d'hypercubede
dimension4, d'autantplus facilementqu'onréaliseraque les cubesde dimension3 sontreprésentés
sans difficulté sur un tableau de dimension 2 :
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Partant d'un point translaté d'une longueur donnée, on obtient un segment.

Ce segment, translaté dans une direction orthogonale de la méme longueur, donne un carré.

Ce carré, translaté dans une troisieme direction, orthogonale aux deux précédentes, donne un cube.

Ce cube, translatédans une quatriemedirection, orthogonaleaux trois précédentesgdonne un
hypercube.
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Lesobjectionsrelativesaufait que cettequatriemedimensionn’existepasne sontpasrecevablesEn
effet, aucuneobjectionn'estfaite en générallors de la constructiondu cube sur la surfaceplane
constituéad'unefeuille de papierni surle fait quetouslesanglesde la figure ainsitracéesontdroits.
L'argumentconsistanta dire que, certes,le cube est représentéur une surfaceplane, mais qu'il
existeunetroisiemedimensionextérieurea cette surface,estun argumentrecevablemais autorise
égalementa généralisatiorsuivante: I'hypercubeestégalementeprésentéur une surfaceplane.ll
peutétre égalementeprésentén perspectivedansnotre espacede dimension3 (La GrandeArche
dela Défensepar exemple) Mais cesreprésentationse sontquedesprojectionsen dimension2 ou
3 d'un objet quadridimensionnel.

Les structuresmultidimensionnellesbondentdansle mondemathématiquenais égalementiansle
monderéel.ll aexistéil y a quelguesannéesun ordinateurparalléleconstituéde 65536processeurs.
Cesprocesseurstaientreliésentreeux par un cablagecorrespondanaux arétesd'un hypercubede
dimension16 (ci-dessus,'hypercubeen dimension4 donnele plan de cablaged'un ordinateur
paralléled 16 processeurs)Jn hypercubede dimensionn estl'ensembledespointsde coordonnées
(X1, ..., Xo) @vecx = 0 ou 1. Il y a donc 2" points. Le nombrea, d'arétesvérifie la relation de
récurrence :
a,=2a,1+ 2"

a savoira,_; arétesdu cubeinitial de dimensionn — 1, plusles a,_; arétesdu mémecubetranslaté,
plus les 2" arétesreliant les sommetscorrespondanies deux cubes. Par récurrence,on a
a, = 2" n. Pour notre ordinateur paralléle, il y avait donc 288 liaisons entre processeurs.
Le nombref, de faces de dimension 2 vérifie la relation :

fn = 2:n—l + an1 = 2:n—l + (n - 1)21_2
asavoirf,_; facesdu cubeinitial de dimensionn — 1, plusf,_; facesdu mémecubetranslatéplusles
faceslatéralescorrespondanaux nouvellesaréteset qui relient une aréte quelconquedu premier
cube & l'aréte correspondante du deuxiéme cube. Par récufyeno@ — 1)2"°,
Le nombred'hyperfacegle dimensionn — 1 estégala 2n. En effet, il y a n directionsd'aréteset
chaque direction est perpendiculaire a 2 hyperfaces opposées.

D'autres exemples cogrants d'espaces vectoriels sont :
les suites: R espacevectoriel des suites réelles, sur le corps des réels, ou plus

- N s
généralement espace des suites a valeurs dansur le corpsC.

lesfonctions: R™ ou T(R, R) espacevectorieldesapplicationsde R dansR, surle corps
des réels.

les champsscalairesou vectoriels Un champscalaireestdéfini par la donnéed'unenombre
en chaquepoint (x,y,2) de l'espacepar exemplele champde températureou le champde pression.
Ce n'estautre qu'unefonction de R® dansR. Un champvectoriel est défini par la donnéed'un

vecteuren chaquepoint de I'espacepar exempleles champsélectriquesou magnétiquesle champ
desvitessesdu vent... Ce n'estautrequ'unefonction de R® dansR®. L'ensembledescesfonctions
forme un espacevectoriel appeléespacedes champsscalairesou espacesles champsvectoriels.
Dansle casd'unchampmagnétiquest électriquejl estcommodede les unifier en un champélectro-
magnétique, fonction dR*® dansR®.

Voici la définition généraled'un espacevectoriel.Un espacerectoriel (E, +, . ) estun ensemblenon
vide dontles élémentssontappelés/ecteurs(généralemennotéspar deslettreslatines).ll estlié a
un corps de nombrd€ = R ouC et est muni des opérations suivantes :

e une somme+ permettantd'ajouter deux vecteurs,et donnanta E une structurede groupe
commutatif, & savoir :
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Oy OExE,x+y=y+Xx (commutativité)
OKXYy,22OExExE, x+y)+z=x+(y+2  (associativité)

00, OXOE, +x=x=x+0 (existence du vecteur nul, neutre pour
I'addition)

OxOE, Oy, x+y=y+x=0 (existence d'un symétriqyedex. On
notey = —x)

On pourra vérifier eexercicea partir desaxiomesci-dessugjuele neutrepourl'additionestunique,
ainsi que le symétrique de tout élément.
e un produit . permettantde multiplier un vecteur par un scalaireet veérifiant les propriétés
suivantes :

OMNDOK, OpOK,OxOE,Oy0OE

() AX+Y)=AX+AY

(i) A+ ) X=AX+ UX

(i) A (uX) = AR).X

(iv) 1x=xou 1 estle scalaire neutre du produitiie

Il est facile de vérifier que K", I'ensembledes suitesou I'ensembledes fonctions constituentun

espacevectoriel.En fait, la définition ne sertque pour cesensemblesle base.D'autrescritéressont
enduite utilisés pour montrer gu'un ensembleest un espacevectoriel, obtenucommesous-espace
vectoriel des espaces précédents.

En ce qui concernda régle (iv), il faut bien prendreconsciencegu'elle ne va pasde soi. 1 estle
neutredu produitde K, il n'y a aucuneraisonpour qu'il adopteune attitude comparableen ce qui

concernde produitd'unvecteurpar 1. C'estle seulrésultatd'un produit par un scalairequi estfixé
par les axiomes.

Il résulte des axiomes que :
v) OxOE, Ox=0

ou 0 est le scalaire neutre d€,¢) et () le neutre de (E,+). De méme :
vi)OANDOK, NG =G
vii) —1.x = —x ou —1 est le symétrique de 1 daks¥) et x le symétrique d& dans (E,+).
Vii) Ax=0:0 A =0oux =0

Démonstration
V) Ix=x=(1+0)x=1x+ 0x=x+ 0xdoncx=x+ 0xdonc Ox = O
Vi) A.Oe =A.(0x) = A0)x = 0x = Ce
Vvii) Og = Ox = (1 + (-1))x =x+ (-1)xdonc (-1)x = x
viii) Si A.x = Oz et sik #0, alors)%.()\.x) =%.oE donc %)\).x = O donc 1x = O- doncx = Oc

Dansla suitedu chapitre Je pointindiquantle produitentrele scalaireet le vecteurestgénéralement
omis.

Une fois définis des espaces vectoriels, il est possible d'en définir d'autres. Par esiéhgtlE,sont
des espaces vectoriels sur le méme cKrpalors Ex F en est un aussi, avec les lois naturelles
xy)+ K, y)=K+X,y+y)
A(XY) = A, Ay)



Si E estun espacevectorielet X un ensemblajuelconquealorsl'ensembleF(X, E) desapplications
de X dans E est un espace vectoriel, avec les lois :

f+g:x - f(x) +9(xX)

A xS Af(X)

2- Sous-espaces vectoriels

Une fagon plus rapide de montrer qu'un ensemble F est un espace vectoriel est de montreinqu'il est
sous-espaceectorield'un espacevectorielE. Soit E un espacevectorielet F unepartiede E. F est
un sous-espace vectora E si F munidesrestrictionsdeslois de E estun espacevectoriel.ll suffit
pour cela que F soit non vide et vérifie :
OxOF0OyOF,x+yOF
OAOK, OxOFAXOF

Il est par exemple inutile de vérifier quél F 0 —x O F. Cela découlde la deuxiemepropriétéavec
A =-1.De méme, onaura ©x+ (x) O F.

Il 'y a bien sir les droites vectorielles,inclusesdansles plans vectoriels,inclus dansles espaces
vectorielsde dimensionsupérieureMais il y a aussil'espacevectoriel desfonctionspolynomiales,
inclus dansl'espacevectorieldesfonctionsindéfinimentdérivablesjnclus dansl'espacevectorieldes

fonctions continues, inclus dans l'espace vectoriel des fonctidRsddasR .

PROPOSITION
Soit E un espacevectoriel. Une intersectionde sous-espacesgectorielsde E estun sous-espace
vectoriel dekE.

Démonstration
Soit (R)io une famille de sous-espaces vectoriels de E. Soit G l'intersection Gesst norvide car
tous les Fcontiennent §donc G aussi. Puis :
Ox Oy xOGetyOGUO Oi,xOFRetyORDO Oi,x+yORDO x+yOG
OADK, xOGO OiL,xORO Oi,AXORO AxOG

EXEMPLE:
On note C(R) I'espace vectoriel des fonctiongois dérivables d®R dansR. Alors l'intersectionde

tous ces sous-espacesectoriels est un sous-espaceectoriel noté C*(R), espacevectoriel des

fonctions indéfiniment dérivablessur R. C°(R) est différent de C'(R) (prendre|x|). C'(R) est

différentde C*(R) (prendrex®.sg), ot sg) désignea fonction signe,valant1 pourx > 0, 0 pour
x =0 et -1 poux < 0).

3- Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Une troisiemefacon de définir un espacevectoriel est de le définir commesous-espacegectoriel
engendrépar une partie. Soit M une partie d'un espacevectoriel E. Considérond= I'ensembledes
combinaisons linéaires de la forig + ... +ApX,, avech; O K et lesx; éléments de M. Alors :

i) F est un sous-espaceectoriel de E, car la sommede deux combinaisonslinéaires
d'éléments de M est une combinaison linéaire d'éléments de M.

-5-



i) Si G estun sous-espaceectorielde E contenantM, alorsF estinclus dansG, puisque
toute combinaisonlinéaire d'élementsde M appartienta G. F est donc le plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant M.

Ondit queF estengendréarM ou queM estun systemegénérateude F ou unepartiegénératrice
de F. On note alors F = Vect(M).

EXEMPLES

BOEe B
0 K" est engendré par '95“plets C10 00 O

Ebl]l:bl] Ehl]

0 DansC’(R), et soit n un entier.Les fonctions1, x, X, ..., X" engendrente sous-espaceectoriel
des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a

0 Dans C%(R), l'ensemble{x", n O N} engendrele sous-espacevectoriel des fonctions
polynomiales de degré quelconque.

O Si M =0, le sous-espace vectoriel engendré est {0}, obtenu par une somme nulle car vide.

4- Dépendance et indépendance linéaire
a) Considérons darR® les deux parties suivantes :

.., B3
M : =U,53 =V
%H H1H
H3 %H
et N:53 = X, =Y,
H2H H
Ces deux parties engendrent le méme sous-espace vectoriel, car :

X=V-U Y=V+U Z=-V+2U
ce qui prouve que le sous-espace vectoriel engendié gstrinclus dans celui engendré par M: Et

:%(Y—X) V=2X+2Z

ce qui prouve que le sous-espace vectoriel engendré par M est inclus dans celui engendré par N.

Les vecteurs de ce sous-espace vectoriel F peuvent sdgrir@V (i) ou aX + BY + yZ (ii).

Considérons un vecteur de composa%ﬁ% A quelle condition appartient—il & F ?

Avec la combinaison linéaire (i), un vecteur appartient a F si et seulement si



=Y
EX:)\-FZ[J. Eu 3

Hz=X-p 3
EX:Z-Fy

La condition nécessaire et suffisante cherchée a l'existence esty, équationdu planvectorielF.
On remarquera par ailleurs que pour tout vecteur de F, les coefficietjissont uniques.

Avec la combinaison linéaire (ii), un vecteur appartient a F si et seulement si

Ex:a+3|3 a=x-—303
Oa, OB, Oy, Oy=30 +33 -3y « Oa, OB, Dy,Dy=—%+x—2|3
Ez:—2a+3y 2= x—y

La condition nécessairet suffisanteestla méme.Cependantles coefficientsa, B, y ne sont pas
uniquesll enexisteuneinfinité. Celaestlié aufait que,dansle deuxiémecas,F estdéfini par trois
vecteurs alors que deux suffiraient. Cela introduit un coefficient supplémentaire arbitraire.

Dans le cas (i), les vecteurs U et V sont dits linéairement indépendants.a0ssitjtie (U,V) forme
un systéemdibre. Dansle cas(ii), lesvecteursX, Y et Z sontdits linéairementdépendantsOn dit
aussi que (X,Y,Z) forme un systeme lié. Cekbexiemeterminologieprovientdu fait gu'il existeune
relation de liaison entre X, Y et Z:

3X-Y+2Z2=0

b) PROPOSITION-DEFINITION
Soit(vy, W, ..., W) un systeme de n vecteurs d'un espace veckriey a équivalence entre :

n
i) Toute combinaison linéaire e, V-, ..., \4) s'écrit de maniére unique sous la forﬁ@\i Vi
1=1

i) Oz .., A) OK", Y Avi=0:0 Oi,A=0.
1=1

Un tel systéme est dit libre.
Un systemequi n'est pas libre est dit lié. Il existealors (A4, ..., Ay) non tous nuls tels que

n

Z)\ivi:OE

1=1

On prendra garde a différencigon tous nulgttous non nuls
Non tous nulsignifie :[Ji, Aj # 0
Tous non nulsignifie :00 i, Aj # 0

Démonstration

i) O ii) : résulte de l'unicité de la décomposition de=@v; + ... + Q.

i) O i) : semontreen supposangu'il existedeux décompositionpossiblesd'un vecteurw. On a
alors :

W=;)\ivi:;uivi



donc Z ()\, —[J.i)Vi =0
1=1

donc [i, Aj — = 0 d'apres I'nypothése ii)
donc Oi, A=W
ce qui prouve bien l'unicité de la décomposition.

c) PROPRIETES
SoientA etB deux systémes de vecteurs :

)Oe DA O Alie.

i) A lie etAOBO Blié.

iii) v#0g O (V) libre.

iv) A libre etB O A O B libre.

v) A lié O il existe un des vecteurs Aecombinaison linéaire des autres.

Démontration

i) La combinaison 14€0= Oz de vecteurs de A est nulle et posséde un coefficient non nul.
i) Prendre pour relation de liaison dans B la méme que celle que I'on a dans A.

i) Si Av = Oz avecv # O, alorsA = 0 donc le systéme constitué du seul vect@wedt libre.
iv) Contraposée du ii)

n
V) Si A estlié, il existeunecombinaisoriinéairede vecteursde A vérifiant Z Ai vi = Oz avecl'un des
1=1

Ai au moins non nul. On a alors= 1 > A

i

Un systéme constitué d'une infinité de vecteurs est dit liboaitd partiefinie de ce systemeestelle-
méme libre.

5- Bases

Un systemede vecteurslibre et générateus'appelleune base.Tout vecteurde E s'écritalors de
maniére unique comme combinaisonlinéaire des vecteursde la base.Les scalairesde cette
combinaisonsont les composantesiu vecteur.Le nombre de vecteursd'une base,s'il est fini,

s'appelle la dimensiote E, notéedim(E). On montredansle 1l) quetouteslesbasegle E ont méme
nombre de vecteurs.

EXEMPLES
0 Une base dK" est (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1), dite base canoniqu& Qlimq.

[0 Une basede I'espacedesfonctionspolyndmesde degréinférieur ou égala n estdonnéepar les
fonctionsqui & x associentl, x, X, ..., X". Une basede l'espacedesfonctionspolynémesde degré
guelconque est donnée par les fonctions X", n décrivantN.



[0 Si E et F sontdeuxespacewectorielsde basegespectivege, ..., &) et (fy, ..., f,), alorsE x F
admetpour base(ey, Og), ..., (&, OF), (Og, f1), ..., (Og, fn). En effet, tout couple(x, y) de E x F avec

] n
x=5 Aie ety =5 pf; se decompose de maniere unique sous la forme :
i=1 =1

(x9)=3 N @ +§l b (Oc, )

On a donc dim(E&x F) = dim(E) + dim(F), formule qu'on retrouve implicitement dans :
n+p=dmR") =dimR" x R) = dim@R") + dim(RP")

6- Relation de liaison

La méthodeci-dessoupermetde rechercheunerelationde liaison. On supposdes W; donnéspar
leurs coefficients dans une base.
W, W, W3 W, Ws

0 0O,0 ObOo 00 O0i0

0 0 0:0 000 0,0

O 0O OO0 OO0 OO
On fait descombinaisonentrechaqueW;, i = 2, et W, de facona disposerdeszérosen premiére
ligne (Si W, possédaitun zéro en premiéreligne, le permuteravecun vecteurayantun premier

coefficient non nul. Si tous les vecteursposseédentune premiérecomposantenulle, passera la
deuxieme ligne)

W, Wo—W; Wz—W, W=2W, Ws—W,
0 o Mo o 00
0O 0,0 b0 o 070
O O:0 OsO0 O30 OsO

On fait de mémedescombinaisondinéairesentrele deuxiemevecteurW, — W, et chacunde ceux
qui suivent de facon a disposer des zéros en deuxieme ligne.

W. Wr-W; Ws-W,  W+3W-5W,; Ws+2W—-3W;

0 00 0 MO o
0 O,0 0,0 Op0 O30
O .0 Oa0 el 70

On itéere.



W, Wr-W; Wz-W,  W,+ 2W3+W2—5W1 4W5+3W3+5W2—12W1

0 000 090 0o O 0o O
0 0,0 O30 Og O Og O
] 10 Oa [1140] [1a0l]
W, Wo—W, W3z—W, W4+2W3+W2—5W1 28Ws—20W,—19W5+15W,+16W,;
0 000 Oy0 0o O 0
0 0,0 00 Og O O
[] 110 Oal [1140] ]

La relation de liaison est 28\W 20W, — 19W; + 15W, + 16W, = 0.

Nous verronsplus loin que,si a la fin du processuspn n'obtientpasle vecteurnul, c'estque les
vecteurs forment un systeme libre.

Il : Espace de dimension finie

Un espacevectoriel est dit de dimensionfinie s'il estengendrépar une partie finie. Le but de ce
paragraphesst de montrerque toutesles basesde cet espacevectoriel sont constituéesiu méme
nombre de vecteurs. Ce nombre s'appellera dimension de I'espace.

1- Théoreme fondamental
THEOREME

SoitE un espacevectorielengendréar le systemévi, v,, ..., Vi) etsoit (Wi, W, ..., W,) un systéeme
quelconque. Si ce systeéme est libre, alors p est inférieur ou égal a n.

Autre formulation en prenant la contraposée
Si p est strictement supérieur a n, al@ns, w,, ..., W) est un systeme lié.

Démonstration
On montre par récurrence sula deuxieme formulation. Sqit> n.
[0 Cette propriétéestvraie pour n = 1, car si (W, Wo) sont deux vecteursd'un espacevectoriel
engendré pany), il existea et tels que

W =0ov, et wo = BV]_
Si les deux coefficients sont nuls, alors le systeme est lié. Sinon, on a

Bwy —aw, =0

et le systéme est également lié.

[0 On suppose la propriété vraie au rangletonla montreaurangn. Soit (w, ..., W,) un systéme

d'unespacevectorielengendréoar (vs, ..., Vi), avecp > n. Ecrivonslesvecteursa: parleur colonne

de composantes selcm( ,Vn) (Ces composantes peuvent ne pas étre uniques si,{,) est lié).
Wo

HD .
EMD G0 EL;E

Si tous les a;; sont nuls, alors les wi appartiennenten fait au sous-espacgectoriel engendrépar
(V2 ...,Vn). D'apres I'hypothése de récurrencemdsrment bien un systeme lié.
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Sinon,l'un desay; estnon nul, par exemplea;;. On annulealorsla premiérecomposantelesautres
vecteurs :

Wy A Wo— AWy ... AuWp— AWy
] PO PO
“0 OO0 .- 00

0.0 0.0 0.0

Lesp — 1 derniersvecteurssontcombinaisonslesn — 1 vecteuryv,, ..., Vn). Orp—1>n—1 donc
I'hypothésede récurrences'applique ils sontliés. Il existedoncdescoefficientsA; nontousnulstels
que :

Az(al;LWz —alzwl) + ... +Ap(allwp — alle) =0
= — ()\23.12 + ... +Apalp)Wl + Azal;LWz + ... +)\pa11Wp =0

On obtientunecombinaisoriinéairenulle deswi. Pourvoir quele systemeades(w) estlié, il suffit de
s'assurequel'un descoefficientsestnonnul. Or le coefficientdew, 2 <i < p, vautAja;, etl'on sait
que I'un deg; est non nul et quay; est non nul.

2- Théoréme de la dimension des bases

THEOREME

SoitE un espace vectoriel engendré par une partie finie. AAcadmet une base, et toutes eses
deE ont méme nombre de vecteurs. Ce nombre s'appelle la dimen&on de

Démonstration

Existenced'unebase: Si (v, ..., Vi) engendreE et si ce systémeestlibre, il forme unebase . S'il est

lié, I'un desvecteurspar exemplev, estcombinaisorinéaire desautres.ll n'‘estpasdifficile de voir

que (v4, ..., Vo1) resteun systemegénérateude E. On itére le procédéen supprimantun vecteur
combinaison des autres jusqu'a obtenir un systéme générateur libre. Cette méthode est constructive.

Dimension des bases : Soiew, (.., V») et (v, ...,w,) deux bases. Alors, d'apres le: 1)
O (va, ...,Vn) est générateur et ...,w,) est libre don@ < n.
O (va, ...,Vn) est libre et\, ...,w,) est générateur dome< p.

Doncp=n

CONSEQUENCES:
i) (W, ..., w) libre O n < dim(E)
i) (Wi, ..., W) générateur] n= dim(E)
i) (wi, ..., w) based n =dim(E)
iv) n>dimE) 0 (Wi, ..., w) lié
V) (Wi, ..., W) libre et n=dim(E) O (w4, ..., w,) base
vi) (Wi, ..., W) générateur et &= dim(E) O (w, ..., w,) base

Démonstration
i) résulte du théoréme fondamental.
ii) aussi.
iii) est la définition de dim(E)
iv) est la contraposée de i)
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v) Pourtoutv de E, (W, ..., Wy, V) estlié (d'apresiv). Doncil existedsy, ..., a,, 0 hontous

n

nulstelsque Zai w; + av = 0. Or a doit nécessairemei@trenonnul, sinontouslesa; seraientnuls.
1=1

Doncv est combinaison linéaire des qui forment donc un systéme générateur.
vi) Si le systéme est li€, on pourrait supprimer un des vecteurs combinaison linéaire des autres
tout en gardant un systéme générateur. Cela imposerait que dim(E) soit strictement infiérieur a

Les points iv) et v) sont particulierement utilisés.

3- Théoreme de la base incomplete

Un autre moyen de former une base est le suivant :

THEOREME

Soit E un espacevectorielde base(v, ..., V), et soit (W, ..., Wp) un systemdibre. Alors il existe
n — p vecteurgparmilesy; tel quele systemeonstituéde cesn — p vecteursy, et desw; formeune
base deE.

Démonstration

Par unraisonnemen@inalogueauvi) du paragrapherécédenton voit que,sip < n, il existel'un des
v; tel que (wi, ..., Wy, Vi) soit libre. (Si tous les systémessont liés, on montreraitcommedansla
conséquencei du paragraph@récédentjuelesv; sontcombinaisoriinéairedesw;, et doncqueles
W sontgénérateurs)En notantw,., = Vi, on itére le procédgusqu'aobtenirn vecteurdibresw. Ils
forment alors une base. Cette méthode est constructive.

EXEMPLE: DansR*, on prend la base canonique,(\., \,) et le systéme libre suivant

W, W,
0O OO
0 0,0
0 Do

Le compléter en une base Ré.
(Wl, Ws, Vl) est lié
(Wl, Ws, Vz) est lié
(Wl, Ws, V3) est libre
(W1, Wa, V3, V,) est libre. Ces quatre vecteurs forment une base.

4- Dimension d'un sous-espace vectoriel

PROPOSITION

SoitF un sous-espaceectorield'un espacevectorielde dimensionfinie. Alors F estde dimension
finie et dinfF) < dim(E). Si din{F) = dim(E), alorsF = E

Démonstration

Parmi tous les systemes libreskj@n enchoisitun de cardinalmaximal.Le nombredesvecteursde
ce systemeestnécessairemeimférieurou égala dim(E) puisqu'ilestlibre dansk. Parailleurs,étant
libre et maximaldansF, il forme une basede F. En effet, tout rajout d'un vecteurv a ce systeme
donneun systemdié, et commeplus haut,on montrequev estcombinaisoriinéaire desvecteursdu
systeme.
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Si F estun sous-espaceectorielde E et si dim(F) = dim(E), alorsF = E, puisqu'unébasede F étant
un systeme libre, et possédant dim(E) vecteurs est aussi une base de E.

Un sous-espaceectoriel de dimensionl est une droite vectorielle. Un sous-espac&ectoriel de
dimension2 est un plan vectoriel. Un sous-espace&ectoriel de dimensiondim(E) — 1 est un
hyperplan vectoriel. Si E = {0}, sa dimension est nulle.

5- Rang d'un systeme de vecteurs

On appellerang d'un systemede vecteursla dimensiondu sous-espacgectoriel engendrépar ce
systemeC'estdoncle nombremaximalde vecteurdinéairementindépendantgjuel'on peutextraire
du systéme. Un tel systeme libre maximal forme une base du sous-espace vectoriel qu'il engendre.

Le rangse calculeparla mémeméthodeexposéadansle I-6). En effet, les opérationslémentaires
effectuéessur les colonnesmontrentqu'achaqueétape le sous-espaceectorielengendrén'estpas
modifié. Une fois arrivé & un systeme de vectelorst les premierssontéchelonnégncolonneet les
derniersnuls, le rang est égal au nombre de vecteursnon nuls, puisqueles vecteursnon nuls
échelonnédorment une famille libre, et donc une basedu sous-espac&ectoriel engendré.En
particulier,si on n'obtientpasde vecteumul & la fin du calcul,c'estquele systemdinal estunebase
du sous-espaceectorielengendréet il en estalorsde mémedu systemaeinitial, qui estgénérateur
avec un nombre de vecteurs égal a la dimension du sous-espace vectoriel engendré.

EXEMPLE:
Sion reprend I'exemple traité dans le 1-6) :
W; W, Ws

I]l 0 o0 050 O.0
1,0 050 o0 00
(O 00 O30 OO0

on arrive au systeme échelonné suivant :
0’0 o0 Op0 0
0,0 0.0 Og0 OO
(a0 Oald sl O

donc le rang du systéme de vecteurs est 4.

On remarquerajue la démarcheestidentiquea la recherchedu rang d'unematricetelle qu'elle est
exposée dans le chapitre sicalculmatriciel MATRICE.PDF,saufquele calculsefait ici selonles
colonnesalorsquepourlessystemesil s'effectueselonleslignes.On montredansle chapitreL(E-
F).PDFsurles applicationdinéairesquele rangestle méme,qu'il soit calculéselonles colonnesou
selon les lignes.

Il : Somme de sous-espaces vectoriels

1- Somme de deux sous-espaces vectoriels
DEFINITION
SoitE un espacevectoriel,dedimensiorfinie ou non, F et G deuxsous-espacegectorielsde E. On
appelle somme deetG I'ensemble défini par :
F+G={z|OxOF OyOG, z=x+Vy}.
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F + G estle sous-espaceectoriel engendrépar la partie F 0 G. C'estle plus petit sous-espace
vectoriel contenant F et G.

2- Somme directe de deux sous-espaces vectoriels
On s'intéresse a la question de savaimsut se décomposer de plusieurs fagonsladasmex +,
x O F,y O G. Si la décomposition est unique, la somme est directe.

EXEMPLEL :
E de dimension 3, de basej(k).
F plan engendré pair, { —i)
G plan engendré pak,(j + k)

La somme n'est pas directe car :

EXEMPLEZ2 :
E de dimension 3, de basej(k).
F plan engendré pair, { + k)
G droite engendrée pgr<k —i)
La somme est directe car :
X +yj + 2 =5y + X2 +2(y+ 2 +K) +2y -2 —k i)

et il n'y a pas d'autre possibilité. En effet, la résolution du systeme :
Xi+yj+zZk=ai +b(j +k) +c(j —k—i)
conduit a la seule solution donnée ci-dessus.

PROPOSITION
Il'y a équivalence entre :
i) Fn G ={0g}
i) x+y=CetxOF,yOOGO x=y=0
i)y Tout z dg + G s'écrit de maniere unique x + y[xF, y O G.

Démonstration
i) O i)
Six+y =, alorsx = -y est élément de F et de G, donc est nul.

i) O iii)
Siz=x+y=x+y avecxUF,XOF,yOG,y G, alors:
X=X +y—-y =0avecx—xX OFety—y 0G, doncx—Xx =y—y =0 doncx =x ety =y

i) O 1)

SizOFn G,zpeuts'écrirg=z+0==0:+2
OFO0G OFDG

La décomposition étant uniques O:.

Si unesommeestdirecte,on noteF [0 G aulieu de F + G. La propriétéi) estla plus couramment
utilisée pour montrer que deux sous-espaces vectoriels sont en somme directe.
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3- Supplémentaires

On appelle supplémentaire de F un sous-espace vectoriel G tel quél E5=Cela signifie :
i) Toutzde E est somme d'un élément de F et d'un élément de G.
ii) Cette décomposition est unique.

Ou encore que :

NE=F+G
i) F n G={0}
EXEMPLE:

Soit E = C(R), notons A'ensembladesfonctionspaireset G I'ensembladesfonctionsimpaires.Ces

deux ensemblessont deux sous-espacesectoriels supplémentairesdle E. Toute fonction se
décompose en partie paire et partie impaire.
En effet :
On laisse au lecteur le soin de vérifier qu'il s'agit de sous-espace vectoriel.
F n G = {0} car si une fonctioffi est a la fois paire et impaire, on a, pour tout
f(—x) =f(x) = —f(x)
donc, pour touk, f(x) = 0
F + G = E car toute fonctidnse décompose sous la forme :

ijoo:f@)zﬂﬁo+f@)zﬂao

f(x) + (= f(x) —f(—X

avecx — 5 paire ex — impaire.

Ainsi, on a par exemple€* = ch(x) + sh), décompositionde exp en sa partie paire et sa partie
impaire.

Si E = FO G, on peut définir le projecteprde E sur F parallelement a G et la symétparrapport
a F parallelementa G :
E - E
z=xt+y - p(2 =x
OFOG 92 =x-y

EXEMPLE:
Reprenongexemplede E = C°(R), du sous-espacE desfonctionspaireset du sous-espacé des

fonctionsimpaires.On considerd'applicationS : E — E qui, a toute fonctionf, associda fonction
S(f) définie par S(f)(X) = f(—X). S estla symétriepar rapportau sous-espaceectorieldesfonctions
paires parallelement au sous-espace vectoriel des fonctions impaires.

4- Cas de la dimension finie
PROPOSITION

Si E est de dimensionfinie et si F est un sous-espacevectoriel de E, alors il existe un
supplémentair& deF. Tous les supplémentaires ont pour dimensior{Elir dim(F).

Démonstration

Si (V4,...Vn) estunebasede E et (wy,...\W,) unebasede F, le théorémede la baseincomplétenous
permetde complétera basede F parn — p vecteurgpour formerunebasede E. Cesn — p vecteurs
engendrent un sous-espace vectoriel G qui sera supplémentaire de F.
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PROPOSITION (Formule de Grassmann)
SoitF et G deux sous-espaces vectoriels de dimerfgioad'un espacevectorielE. Alors F + G est
de dimension finie et :

dim(F+ G) = dim(F) + dim(G) —dim(F n G)

Démonstration

On notera I'analogie avec la formule Card{M) = Card(A) + Card(B) — Card(A B)

On choisit une base ...,u,) deF n G, quel'on compléteenunebase(u,, ..., Uy, V1, ..., Vg) deF et
(U, ..., Up, Wy, ..., W) de G. (U, ...,Up, V4, ..., Vg, Wi, ..., W) st une base de+#G. En effet :
Cesystemeestgénérateucartout vecteurde F + G estsommed'unvecteurde F et d'unvecteurde
G, doncsommed'unecombinaisoriinéairede (ug, ..., Uy, Vi, ..., Vg) €t d'unecombinaisoriinéairede
(Ug, ..., Up, Wy, ...,W) donc est une combinaison linéaire dg (.., Up, Vi, ..., Vg, Wi, ..., W).

Ce systéme est libre car si on a des coefficen{3 ety tels que :

p q r
Sau+y Byt vew=0
= =1 =5k

p q r
alors Y aiui+> Bvi=—) VW
1=1 =1 k=1
or le membre de gauche est élément de F, celui de droite est &r@emtoncil s'agitd'unélément

p
de Fn G. Il existe donc des scalai@stels que ce vecteur soit égabady, un. On a donc
m=1
r p
- > YkWk =) OnUn
k=1 m=1

r P
donc ) ykWk+ > dmun=0
k=1 m=1
Mais (uy, ..., Uy, Wi, ..., W) estunebasede G doncestlibre, donctouslesy (et les d.) sontnuls.

Donc —) kW =0
k=1

p q
donc ) oiui+) Bv=0
i=1 =1

Mais (U, ...,Up, V4, ..., V) €st une base de F donc est libre, donc tous ketslesf3; sont nuls.
On a bien montré que tous les coefficients de la combinaison lin€aire initiale étaient nuls. On a donc
dm(Fn G) =p
dim(F) =p +q
dim(G) =p +r
dm(F+G)=p+q+r
d'ou la formule dim(F G) = dim(F) + dim(G) —dim(F n G).

En particulier :

i) dim (FO G) = dim(F) + dim(G)

i) Si dim(F + G) = dim(F) + dim(G) alors F et G sont en sommedirecte. En effet,
dim(F n G) est nul dans ce cas, dono 5 = {0}.
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iii) SiFetG sontensommedirecte,unebasedeF 0 G s'obtientenréunissantinebasede F
et une base de G

iv) Inversementsi on scindeune basede E en deux systemedlisjoints, cesdeux systemes
engendrent deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

La fin du chapitre est réservée aux MPSI

5- Somme de plusieurs sous-espaces
DEFINITION
SoitE un espacevectoriel,de dimensiorfinie ou non, Fy, F,, ..., F, p sous—espacegectorielsde E.
On appelle somme désl'ensemble défini par :
Fir+t R+ . +FR={z|OxOR, z=X+ X+ ... +X}.

F. + F, + ... + |, estle sous—espaceectorielengendréarla réuniondesk. C'estle plus petit sous-
espace vectoriel contenant tous les F

On dit que la somme est directe si l'une des trois conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
DX +X+..+%=CGeti,x ORO Oi, =0
i) Tout z dé~ + ... + F, s'écrit de maniére unique * ... +X,, % O F.
|||) O i, (F]_ + Fz + ...+ Fi—l) N Fi :{OE}

Démonstration

i) O i)

Siz=x+ ...+ =y1+ .. +ypavecx  OF,y1 OF, .. % 0FR, y2OF
alors & —y1) + ... + & —VYp) = 0 avecx —y; [ F doncx —y; = 0.

i) OO i)
SizO(FR +FR+...+F_) n F,alorsil existe O Fy, ...,x.1 O F_y, yi OF tels que :
Z=X1 tXo t ... X1 =Y
=X+ X+ .. +Xi_1+0:0+0+ +O'yi
L'unicité de la décomposition impose que= ... =x_; =y, =0, donz=0

i) O 1)
X+t Xo+ ...+ % =00 %=—X—...— %1 élémende(F, + F, + ... + F,-1) n F,. Doncx, =0.0n
procede de méme par récurrence descendante pour les autres composantes.

On note cette somme E E; U ... O E,. Dans le cas de la dimension finie, on a :

i) Une basede la sommedirecte s'obtienten réunissantes basesde tous les sous—espaces
vectoriels E

i)dm(E,O...0E)=dmE + ... +dimE.

i) Inversementsi on scindeunebasede E en p systémedlisjoints,cessystémesngendrent
des sous—espaces vectoriels en somme directe.

iv) En particulier,si (v, ..., V) estunebase,on ala sommedirecte: Kv; 0 ... 0 Kv, ou
I'on noteKYv le sous—espace vectoriel engendrévpar

V) SilesF sontdessous-espacdslsquedim(} F) =5 dim(F), alorslesF sonten somme
directe.En effet, le systemeale vecteursobtenusenréunissantdesbasegde chaquer estun systeme
générateude Y F etil posséde dim(F) vecteursSi ce nombreestégala dim(} F), celasignifie
guele nombrede vecteursdu systemegénérateuest égala la dimensiondu sous-espaceectoriel
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gu'il engendredonc que ce systemeen est une base.La décompositiond'un vecteurde > F en
somme de vecteurs dedera donc unique.

IV : Espaces Affines

1- Définition

Considérond'ensembledescomplexesC. Un complexez = a + ib peutétre considérécommeun
vecteur(on parle du vecteurd'affixe z) ou commeun point (on parle du point d'affixe z). Mais il
s'agitdu mémecomplexez. Celui-ci peutdonc,au gré de l'utilisateur,étre un point ou un vecteur.ll

]

enestde mémede R*® dontles élément Hpeuventétre considérexommeles composantes'un

vecteurou les coordonnéesl'un point. C'estseulement'utilisateur qui va déciderdu regardqu'il
porte sur ce triplet. On peut évidemmentgénéraliserce point de vue a R", mais égalementa

n'importe quel espacevectoriel. Les élémentsd'un espacevectoriel peuvent étre considérés
évidemmentcommedes vecteurs,mais dansce paragraphenous allons égalementes considérer
commedespoints.Seposealorsla questionsuivante: si a etb, élémentde E sontdespoints,quel

estle vecteurqui lesrelie ? Si on regardece qui ce passadansR®, le vecteurreliant A % Ea B % E

' —X
n'est autre qu% —y% autrement dit, B — AOn procéderale mémedansle casgénéralDansE, le
-z

vecteurrelianta a b estle vecteurb — a. Pourconserveies notationsusuellesen géomeétrie hous
noterondes élémentde E avecune majusculeorsqu'onles considerecommedespoints (A et B).
Le vecteurAB n'est autre que B — A.

On a alors les propriétés, bien connue en géométrie :

O Le relation de ChaslesAB + BC = AC puisque B—-A+C-B=C-A.

O Pourtout point A de E, I'applicationM — AM estbijective. Saréciproqueestl'applicationqui, a
un vecteuw de E associe le point M tel gd@ = v, autrement dit, M — A ¥, cequenousnoterons
aussi M = A +v et qui est le translaté de A par la translation de veeteur

Voici un exemplemoins habituel d'espaceaffine. Lorsquel'on résoutune équationdifférentielle
linéaire a secondmembrenul, on trouve que I'ensembleZ dessolutionsestun espacevectoriel de

dimensionégalea I'ordre de I'équationdifférentielle. C'estune droite vectorielle pour une équation
différentielle du premierordre, un plan vectoriel pour une équationdifférentielle du secondordre.

Lorsquele secondmembreest non nul, la solution générales'obtienten ajoutanta la solution

généralede I'équationhomogéneaine solutionparticuliérede I'équationavecsecondmembre Soit A

I'ensembledes solutionsavec secondmembre,et yo un élémentparticulierde A. A et Z sonttous
deuxinclus dansl'espaceE desfonctions.Z estun sous-espaceectorielde E. Mais A estconsidéré
commesous-espacaeffine. Il esten effet judicieux de considérersesélémentscommedes points.

Deux élémentsy; ety, de A sontde la formey, + z ety + 2, avecz et z élémentsde Z. La

différencey, — y; estalorsun vecteur,élémentde Z. De mémeque I'on obtientun point M d'une
droite affine a partir d'un point Mle cettedroite et d'unvecteurU colinéairea un vecteurdirecteur,
de facon qué&) = MoM, de méme on obtient une solutipde A & partir d'une solutioparticuliérey,

et d'un vecteur dg, z, de facon que =y —VYo.
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Si A est un point de E e e, ...,€,) une base, oappellecoordonnéed'unpoint M dansle repére
(A, e, ..., &) lescomposanteslu vecteurAM dansla base(e,, ..., &). Si cescomposantesont
notéesq, on a:
n
M=A+5 xe
1=1

2— Sous-espaces affines

DEFINITION
SoitMg un point deE etF un sous-espace vectoriel HeOn appelle sous-espace affjpgssanpar
M, de directionF I'ensemble des points M tels dueM appartienne &. On le noteM, + F.

Si F estune droite vectorielle engendréepar V, Mo + F est appeléedroite affine et est égal a
{M |[MM =aV}={M=M,+aV}.

Si F est un plan vectoriel engendrépar (U, V), My + F est dit plan affine et est égal a
{M |[MM =aU +BV} ={M =M, +aU + BV}

Si F = {0g}, alors My + F = {Mg}.
SiF=E,alors M+ F=E

Si F estun sous-espaceectorielde E, inclus dansun sous-espaceectoriel G de E, alorstout sous-
espace affine WM+ F sera dit paralléle a tout sous-espace affine Ka.

PROPOSITION :
Soit B et C deusous-espaceaffinesde directionrespectives et G. Alors,oubienB n C=1[], ou
bien Bn C est un sous-espace affine de direckon G.

Démonstration
En effet, si M est un pointde B C, alorsBn C={M | MM O F n G}

Annexe | : Barycentres

Dans cette annexe, on définit le barycentre de points de I'espace E. Il est utile d'ayairdgraphe
IV relatif aux notations dans un espace affine (espace de points).

PROPOSITION-DEFINITION
Soit(A;) une famille de n points d'un espacé€)¢X n réels. Alors :

i) Si Z Ai=0, I'expressionz AiAiM ne dépend pas du poit choisi
=1 =1

i) Si Z Ai # 0, alors il existe un unique point G tel quez A AG =0 G s'appelle
=1 =1
barycentre des points Affecté des coefficients

Démonstration
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) ; AAM = ; A(M-A) = —; A Ai ne dépend pas de M

n

ii) On noteraA =) Ai.

1=1

n _ n _ n _ 1 n
;)\iAiG—OE@ ;)\i(G—Ai)—OE@ /\G—;)\iAi—OE@ G—X ;)\iAi

Si le lecteura un doutesurla validité desnotationsqui précedentil prendrauneorigine arbitraireO
et écrira.

n 3 n : n : _1 n
;)\iAiG—OE«: ;)\i(OG—OAi)—OE@ AOG—;)\iOAi—OE«: OG—X;N OA,

L'expressiortrouvéepour G entraineégalementjuele barycentreestinchangdorsquel'on multiplie
tousles A; par une mémeconstantenon nulle. En particulier,on peut diviser tous les A; par leur
somme, et se ramener ainsi a Nedont la somme vaut 1. G prend alors la forme simple :

n
G=) MA
; I I
Si tous les coefficients sont égaux, on parle d'isobarycentre.

EXEMPLES
O Le milieu d'un segmenA, B] est le barycentre de A et B affectés des mémes coefficients.

O L'indice desprix (lesinformationsci-dessouslatentde quelquesannéesElles ont pu étre misesa
jour depuis): il s'agitd'unbarycentrgportantsur 295 articles.A; estle prix de l'article n°i, et A; son
coefficient de pondération. On a par exemple :
A = 10000
Ai = 106 pour le pain
= 12 pour le boeuf haché
= 5 pour les imperméables
= 59 pour les téléviseurs
= 299 pour l'automobile

ASSOCIATIVITE DU BARYCENTRE
SoitG barycentre defA;, A)ini. On partitionnel enk partiesdisjointesl,, ..., Iy, defagconque,pour
touti, le barycentreG; des(A;, Ao, soit défini (il suffit pour celaquela sommem desA; pour j

élément dé soit non nulle). Alorss est le barycentre dé€&i,m)ing. kg

Démonstration
On a en effet, en supposant gua; =y m=1:
k k %‘n A E k
m G = =L AL= AMNA =) MA=G6
2 i:zlm,g.im '0 i:zl,%i‘ ’ ,—%.’ ’

O
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Cette propriété facilite parfois le calcul du barycentre en fractionnant les difficultés.

PROPOSITION

Soient(A)io une famille de points d'un espaceaffine. L'ensembledes barycentrede ces points
affectés de coefficients quelconquesforme un sous-espaceaffine appelé sous-espaceaffine
engendrépar les (A). Ce sous-espacaffine estle sous-espacaffine passanfpar I'un de cespoints
et de direction le sous-espaceectoriel engendrépar les vecteurs(AA,, ..., AJA,). C'estle plus
petit sous-espace affine contenant la famille de poM}s

Démonstration
NotonsB le sous-espace affine passant paetide direction Fe sous-espaceectorielengendrépar
(A1A,, ...,AJA,). Tous les Asont éléments de B.

Si G est barycentre desi(A), avecy A; =1, alors :
G=> MA O A;G=3 A AjA est élément de F
ce qui prouve que G est élémentBle

Inversement, si G est élémentBlealors il existe des;, 2<i <n, tels que :
n
AiG =) A AA
1 ; i MM

Si l'on poseA; = 1 — A, — ... — A, alorsI'égalité précédenteest équivalentea écrire que G est
barycentre des (AA), 1<i<n.

Enfin, soitC un sous-espace affine contenant led A premiére partide la démonstratiorti-dessus
appliquéea C plutét qu'aB montreque C contientles barycentregslesA;, donccontientB puisque
celui-ci est 'ensemble des barycentres des A

EXEMPLES

O L'ensembledesbarycentresle deuxpointsdistinctsA et B estla droite (AB). On obtientainsiun
paramétrageratiquede cettedroite: t 0 R - (1—t)A +tB = A + tAB. Sionselimite at (1 [0,1],
on obtient un paramétrage du segment [A,B].

O L'ensemble des barycentres de trois points non alignés A, B et C est le plan (ABC).

O Le théoréeme de Ménélaus (fin dlgiecle). Il s'énonce :
Soit un triangle ABC, et trois points distincts de A, B et C : P sur (AB), Q sur (BC) et R sur (AC).

P

Alors P, Q et R sont alignés si et seulement si :
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PA, QB RC_
PE QC RA

Dans la notation ci-dessus,lgA désignela mesurealgébriquedu couple (P,A). Il s'agit de la
composantelu vecteurPA suivantun vecteurdirecteurde la droite (AB). Cettemesuredépenddu

vecteur directeur choisi, mais le quotigé n'en dépend pas.

Pourmontrerque cetteconditionestnécessairegn peutraisonnersur les coefficientsde P, Q et R,
commebarycentresie A, B et C. Si A, B et C ne sontpasalignéset si on imposea la sommedes
coefficients d'étre égale a 1, il y a en effet unicité des coefficients. Cela est équivalent a faire un calcul
vectoriel,maispréservda symétriedesrolesjouéspar A, B, C ou P, Q, R. Le tableauci-dessous
indique danschaqueligne les coefficientsa attribuera A, B et C pour trouver le point dansla

colonne de gauche

A B C
P p 1-p 0
Q 0 q 1-q
R =AP + (1-A)Q 1-r=Ap 0=A(1-p)+(1-N)q r=(1-A)(1-9

On en déduit qua = __q_ dour =3 =PA-0) o9 —__Pq
-p-q 1-p-q 1-p—q

Par ailleurs -— 'g —9 85 _1-9, EC —%
PG @ "B
D'ou le résultat.
La réciproque se montre de la fagon suivante :
Soient P, Q, R trois points vérifiant la relation, et soit R' l'intersedédPQ) et (AC). Alors P, Q et

R' vérifient égalementa relation,ce qui prouvequeR et R' sontles mémesbarycentreselativement
a A et C. lls sont donc égaux.

BARYCENTRE EN PHYSIQUE
La propriété Z AiGA; =0 joue un réle fondamentalen mécanique,lorsque les coefficients A;
1=1

représentent les massasdespointsA;. En effet, dansbiendescas,un ensemblale pointsmatériels
peuvent étre remplacés par le barycentre. Cela apparait dans les théoremes de Koenig.

Théoreme de Koenig pour le moment cinétique
Le momentcinétiquepar rapporta un point O d'un systémede n points matérielsA; de massem,
animés d'une vites&4 dans un repére donné vaut :

Lo= z OA OmV,
1=1
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:ii (OG + GA) Om V;
:iiOG OmV, +i§lGAi OmV,
=0G Diimvi +i§lGAi OmV,
Or de I'égalite:z; Ai GA; =0, on tire, en dérivant par rapport au temélsm (Vi-Vg) =0

n n n
O > mVi=% mVs=MVsennotant M = m
1=1 1=1 1=1
Ainsi :
n
Lo=0GOMVs+ 5> GA OmYV,
1=1
=0G OM VG + LG
Le momentcinétiquedu systemepar rapporta O estla sommedu momentcinétiquede G par
rapporta O et du momentcinétiquedu systemepar rapporta G. A noter que ce dernierpeutétre
calculé a l'aide des vitessesinitiales V; aussibien qu'a l'aide des vitessesrelatives au point G
Vi =V — Vg, puisque :

;GA, DmV,ZZlGAq Dm(V|_VG)

:z GA, Om V, —z m GA, DVG
1=1 1=1
s
puisqued m GA; = 0.
1=1

Théoreme de Koenig pour I'énergie cinétique
Avec les notations précédentes, I'énergie du systeme dans le repére considéré vaut :

%izzlmVF:%i:Zlm (vi +Vg)°

|M:

n n
mv’+>5 mVe + 3 m<v,Ve> ol <, > désigne le produit scalaire
=1 ]

1=1

NI

24
orn =45 GA =0
vau—azm i =

1=1 1=1

0 iymvi=iymw+ly mve
25 25 25
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L'énergie cinétique du systeme est égal a la somme de I'énergie cinétique du barydetdreeegie
cinétique du systéme dans le repére lié a G.

Mais le barycentre ne se limite pas au centre de gravité :
Les distributions de charges unipolaires
On consideredeschargesélectriquesy disposée®n despointsA;. Si Y g estnon nulle, alorson
parle de distribution unipolaire.A grandedistancea distribution de ceschargesest équivalentea
une charge unique égalé a;, disposée au barycentre G dgsnunisdescoefficientsqg.. Cherchons
I'erreurcommisesur le potentielélectriqueV enun point M éloigné.Notonsr; le vecteurGA, etr le
vecteurGM. On a :

AM? = (GM —GAi)z = GM* — 2<GM, GA> + GA®

=r? + 1 — 2<GM, GA>

=r? (1 +f 2r<r r>)
1 _1 —2<r, [(>\-1/2

= AM r (2 + r? )

% (1 +<r li> 4 O(FZ)) en effectuant un développement limité a l'ordre 2

<r, ;>

= = + +
0 VW= =Tk mo 5o (1 +=72 + 06)
orqgri=0

O V(M) = 4T?£or + O(Flg)) si on note Q 3 q;.

On voit que le potentiel est, au terme}@( €gal au potentiel d'une charge unique ®) &

Les distributions de charges dipolaires ou multipolaires

Reprenongexempleprécédentmaisavec) g = 0. NotonsP le barycentredeschargesositives,et
N le barycentredes chargesnégatives.Si ces barycentressont distincts, la distribution est dite
dipolaire, sinon elle est multipolaire. Considéronde casd'unedistribution dipolaire. Reprenonde

développement limité dﬁlm en notant cette fois= OM ou O est le milieu de [PN], et= OA..

__( i _2<r, ri>)— 1/2
M r r?

:% (1 +<r ri>

+ O(FZ))
Le potentiel créé par Ies chargespositivesest, en se limitant dansla sommeaux indicesi pour
lesquelsy > 0 :

VM) =4 3 b =3 0 (L 4 O)

Or qgri = QOP, ennotantQ la sommedeschargegositives(et donc—Q estégala la sommedes
charges négatives).
0 VM) = Q Q<r OoP> +0 1

(M) 4T[aor AT r? gjg)
De méme, le potentiel créé par les charges négatives est :

V(M) = — Q _Q<r,ON>+Ol

(M) ATEyr AT gjg)

Le potentiel total est :

<r, ;>
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V(M) = V(M) + V(M) = QZ;ENP>+ (Fg)

Au termeO(Flg) pres,il s'agitdu potentielélectrostatiqueréépar un dipble de chargeQ disposéen

P et —Q disposéen N. Le momentdipolaire est QNP. On remarqueraque le vecteur QNP est
précisément égal B gA;, c'est-a-dire au vectedrgMA; indépendant de M puisqyeq = 0

Si N et P sont confondus, le potentiel est ef&)QQas de la distribution multipolaire).

O
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